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要旨

傾圧大気中の波動がどのような場合に不安定となるのか, 2つの場合で準地衝

渦位方程式の固有値を求めることによって調べた. 1つ目の β = 0の場合では,

解析的に固有値を求めることで, ある波長よりも短くなると不安定波は存在し

ないこと, また, 成長率が最大となる場合の波長が 5000km程度であることが

分かった. 2 つ目の β ̸= 0 の場合では, 数値計算を行うことで, ほとんどの波

長, 基本流の鉛直傾度で不安定が起こっていることが分かった. また, 成長率が

最大となる波長は β = 0の場合と同じく 5000km程度であることが分かった.
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第 1章

序論

高層天気図を見ると, 偏西風帯が南北に波打っている様子がわかる. この波の中には

様々な波動が含まれているが, その中に波長が約数千 km に及ぶ傾圧不安定波と呼ばれる

波動がある. この波動は移動性高気圧や温帯低気圧と結びついて日々の天気に影響を与え

ている.

本研究では, 傾圧大気中*1 の波動がどのような場合に不安定となるのか, 2つの場合で

準地衝渦位方程式の固有値を求めることによって調べる.

本論文の構成を説明する. 1章である本章は序論であり, 最後に次章で用いる記号を示

す. 2章では, 準地衝渦位方程式の導出を示す. 3章では β = 0の場合, Eady モードの場

合の固有値解析を行う. 4章では β ̸= 0の場合, Green モードの場合の固有値を, 数値計

算によって求める. 5章では, まとめと今後の課題を示している.

*1 傾圧大気とは, 圧力が同じ面, 等圧面と, 密度が一定の面, 等密度面が交わっている大気のことである. 密
度と温度は気体の状態方程式で関係づけることができるので, 等圧面と等温面が交わっている大気とする
こともできる.
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表 1.1: 2章で用いる記号

x 東西方向. 東向きを正とする.

y 南北方向. 極向きを正とする.

Z 鉛直高度. 上向きを正とする.
D
Dt Z 座標でのラグランジュ微分.

g 重力加速度. 定数.

u 東西方向の速度.

v 南北方向の速度.

p 圧力.

f コリオリパラメータ.

2017/03/24
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第 2章

準地衡渦位方程式

この章では, 基礎方程式の圧力座標への変換, 準地衝渦度方程式の導出を行い, 準地衝渦

位方程式を導出する.

2.1 気圧座標への変換

β 平面上の Z 座標で非粘性の水平方向の運動方程式は

Du

Dt
= fv − 1

ρ

∂p

∂x
, (2.1)

Du

Dt
= −fu− 1

ρ

∂p

∂y
(2.2)

である. 鉛直方向には静水圧平衡
∂p

∂Z
= −ρg (2.3)
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が成り立っているとする*1. 微分の連鎖律と静水圧の関係より(
∂p

∂x

)
p

=

(
∂p

∂x

)
Z

+

(
∂Z

∂x

)
p

∂p

∂Z

⇐⇒ 0 =

(
∂p

∂x

)
Z

− ρg

(
∂Z

∂x

)
p

⇐⇒
(
∂p

∂x

)
Z

= ρg

(
∂Z

∂x

)
p

(2.4)

となる. 同様に (
∂p

∂y

)
Z

= ρg

(
∂p

∂y

)
p

(2.5)

となる. ここでジオポテンシャル Φ = gZ を導入すると (2.1), (2.2)は

Du

Dt
= fv − g

∂Z

∂x

= fv − ∂Φ

∂x
, (2.6)

Dv

Dt
= −fu− ∂Φ

∂y
(2.7)

である. 気圧座標での鉛直速度 ω を

ω ≡ Dp

Dt
=
∂p

∂t
+ u · ∇p+ w

∂p

∂z

=
∂p

∂t
+ u · ∇p− gρw (2.8)

*1 鉛直方向の運動方程式は

Dw

Dt
= −g −

1

ρ

∂p

∂Z

である. ここで, 総観規模での水平速度 U , 鉛直速度W , 水平スケール L, 鉛直スケール H を

U ∼ 10m/s

W ∼ 1cm/s

L ∼ 106m

H ∼ 104m

として大きさを見積もると

U
W

L
∼ g +

P0

ρH

10−5 10 10

となるため, 鉛直方向には静水圧平衡が成り立っていると近似することができる.

2017/03/24
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と定義する. 総観規模の運動として大きさを見積もると,

∂p

∂t
∼ 10 hPa/d

u · ∇p ∼ (1 m/s)(1 Pa/km) ∼ 1 hPa/d

gρw ∼ 100 hPa/d

なので
ω = −ρgw (2.9)

がよい近似として成り立つ. この ω を用いて, (2.6)と (2.7)におけるラグランジュ微分は

D

Dt
≡ ∂

∂t
+ u

∂

∂x
+ v

∂

∂y
+ ω

∂

∂p

と定義する.

Z 座標における連続の式は, δM を微小体積要素の質量とすると

1

δM

D

Dt
(δM) =

1

ρδV

D

Dt
(ρδV )

=
1

ρ

Dρ

Dt
+

1

δV

D

Dt
(δV ) = 0 (2.10)

である. ここで微小体積要素の体積は δV = δxδyδZ なので,

lim
δx,δy,δz→0

[
1

δV

D

Dt
(δV )

]
= lim

δx,δy,δz→0

[
1

δx

Dδx

Dt
+

1

δy

Dδy

Dt
+

1

δZ

DδZ

Dt

]
=
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂Z
(2.11)

より (2.10) は

Dρ

Dt
+ ρ

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂Z

)
= 0 (2.12)

と書ける. 圧力座標では δp = −ρgδZ なので, (2.10)は

1

ρδV

D

Dt
(ρδV ) =

g

δxδyδp

D

Dt

(
δxδyδp

g

)
=

1

δx

Dδx

Dt
+

1

δy

Dδy

Dt
+

1

δp

Dδp

Dt

=
δu

δx
+
δv

δy
+
δω

δp
= 0 (2.13)

2017/03/24
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であり, (2.11)と同様にして δx, δy, δp→ 0とすると

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂ω

∂p
= 0 (2.14)

となる.

静水圧の関係は, ジオポテンシャルの定義から

∂Φ

∂p
= −1

ρ
(2.15)

となる.

2.2 準地衡渦度方程式の導出

前節において導出した, β 平面上の圧力座標系における支配方程式系を用いて準地衡渦

度方程式を導出する:

• 運動方程式

Du

Dt
= fv − ∂Φ

∂x
, (2.6)

Dv

Dt
= −fu− ∂Φ

∂y
. (2.7)

• 連続の式

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂ω

∂p
= 0. (2.14)

• 静水圧の式

∂Φ

∂p
= −1

ρ
. (2.15)

まず, 水平速度を地衡風成分 ug と非地衡風成分 ua に分解する:

u = ug + ua. (2.16)

2017/03/24
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地衡風平衡が成り立っている条件では, |ug| ≫ |ua| である. このとき,

Du

Dt
≃ ∂ug

∂t
+ ug

∂ug
∂x

+ vg
∂ug
∂y

≡ Dg

Dt
ug, (2.17)

Dv

Dt
≃ ∂vg

∂t
+ ug

∂vg
∂x

+ vg
∂vg
∂y

≡ Dg

Dt
vg, (2.18)

と書ける. また, f = f0 + βy (ただし, f0 ≫ βy) とすると,

fv − ∂Φ

∂x
≃ (f0 + βy)vg + f0va −

∂Φ

∂x
, (2.19)

−fu− ∂Φ

∂y
≃ −(f0 + βy)ug − f0ua −

∂Φ

∂y
, (2.20)

となる. (2.17), (2.18), (2.19), (2.20) より, (2.6), (2.7) は

Dg

Dt
ug = (f0 + βy)vg + f0va −

∂Φ

∂x
, (2.21)

Dg

Dt
vg = −(f0 + βy)ug − f0ua −

∂Φ

∂y
, (2.22)

となる.

地衡風は非発散であることより

∂ug
∂x

+
∂vg
∂y

= 0 (2.23)

を用いると, 連続の式 (2.14) は

∂ua
∂x

+
∂va
∂y

+
∂ω

∂p
= 0 (2.24)

となる.

(2.21) を y で偏微分し, (2.22) を x で偏微分したものの差をとると, (2.24) より,

Dg

Dt
ζg + vgβ = −f0

(
∂ua
∂x

+
∂va
∂y

)
= f0

∂ω

∂p
(2.25)

となる. (2.25)は準地衡渦度方程式と呼ばれる. ここで, 地衡流渦度 ζg は

ζg =
∂vg
∂x

− ∂ug
∂y

2017/03/24
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である.

また, (2.9)より,

∂ω

∂p
=
∂Z

∂p

∂

∂Z
(−ρgw)

= − 1

ρg

∂

∂Z
(−ρgw)

=
1

ρ

∂

∂Z
(ρw) (2.26)

なので (2.25) を Z 座標で表すと

Dg

Dt
ζg + vgβ =

f0
ρ

∂

∂Z
(ρw) (2.27)

となる.

2.3 熱力学的エネルギー方程式の近似

(2.27)の左辺を変形するために, 熱力学的エネルギー方程式の近似を行う. まず圧力と

密度, 速度を基本場と摂動の和で表現する. 基本場は添字 0 をつけて表し, 摂動はプライ

ムをつけて表す:

p = p0(Z) + p′(x, y, Z, t),

ρ = ρ0(Z) + ρ′,

u = U(Z) + u′g,

v = v′g,

w = w′.

基本場は静水圧平衡を満たし, Z のみに依存する. また, 摂動も静水圧平衡より

∂

∂Z
p′ + gρ′ = 0 (2.28)

2017/03/24
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を満たす. (2.27)の左辺は

f0
ρ

∂

∂Z
(ρw) =

f0
ρ0 + ρ′

∂

∂Z
(ρ0w + ρ′w)

≃ f0
ρ0

(
1− ρ′

ρ0

)
∂

∂Z
(ρ0w)

≃ f0
ρ0

∂

∂Z
(ρ0w) (2.29)

となる. w は地衡流と比較すると小さく, ρ′ も微小であることからこの 2つの項の積は無

視できる. また, p′ を

p′ = ρ0(Z)gHψ(x, y, Z, t) (2.30)

と定義する. H はスケールハイト, ψ は水平方向には非発散の流線関数である.

エントロピー S と温位 θ = T (ps/p)
R/Cp の関係, 理想気体の関係より,

S = Cp ln θ

= Cp ln

{
T

(
ps
p

) R
Cp

}

= Cp ln

{
p

ρR

(
ps
p

) R
Cp

}
,

と書ける. ϕ = S/Cp を定義すると

ϕ = S/Cp

= ln p− ln ρ− R

Cp
ln p

=
Cv

Cp
ln p− ln ρ

≃ ϕ0(Z) + ϕ′

と書ける. このとき, |ϕ′|/|ϕ0| ≪ 1 である. よって断熱の式は

DS

Dt
= 0

⇐⇒ Dϕ

Dt
=

Dg

Dt
ϕ′ + w

∂

∂z
(ϕ0 + ϕ′)

≃ Dg

Dt
ϕ′ + w

dϕ0
dZ

=
Dg

Dt
ϕ′ + wB = 0 (2.31)

2017/03/24
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となる. ここで, B = dϕ0/dZ である.

次に, (2.28)に (2.30)を代入する.

gH
∂ρ0
∂Z

ψ + gHρ0
∂ψ

∂Z
+ gρ′ = 0 (2.32)

ϕ0 = (Cv/Cp) ln p0 − ln ρ0 を Z で偏微分すると

∂ϕ0
∂Z

=
Cv

Cp

1

p0

∂p0
∂Z

− 1

ρ0

∂ρ0
∂Z

(2.33)

(2.32)と (2.33)より,

Hψ

(
Cv

Cp

ρ0
p0

∂p0
∂Z

− ρ0
∂ϕ0
∂Z

)
+Hρ0

∂ψ

∂Z
+ ρ′ = 0

−HψCv

Cp

1

p0
ρ0g −HBψ +H

∂ψ

∂Z
+
ρ′

ρ0
= 0

−Cv

Cp

p′

p0
−HBψ +H

∂ψ

∂Z
+
ρ′

ρ0
= 0

⇐⇒ Cv

Cp
− ρ′

ρ0
= H

∂ψ

∂Z
−HBψ (2.34)

また,

ϕ0 + δϕ =
Cv

Cp
ln(p0 + p′)− ln(ρ0 + ρ′)

=
Cv

Cp

[
ln p0

(
1 +

p′

p0

)]
− ln

[
ρ0

(
1 +

ρ′

ρ0

)]
≃ Cv

Cp

(
ln p0 +

p′

p0

)
−
(
ln ρ0 +

ρ′

ρ0

)
より, (2.34)は

ϕ′ = H
∂ψ

∂Z
−HBψ ≃ H

∂ψ

∂Z
(2.35)

となる*2. (2.31)より

w = −H
B

Dg

Dt

∂ψ

∂Z
(2.36)

が得られる.

*2 Green(1960)で行われている近似だが, 正当性は不明である.

2017/03/24
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2.4 準地衝渦位方程式の導出

(2.30)より, 地衡流は ψ を用いると

ug =
1

f0ρ0
k ×∆p

=
1

f0ρ0
k ×∆p′

=
gH

f0
k ×∆ψ (2.37)

と表現できる. (2.37)を用いて, (2.27)左辺第 1項は

Dg

Dt
ζg =

Dg

Dt

(
∂

∂x

(
gH

f0

∂ψ

∂x

)
+

∂

∂y

(
gH

f0

∂ψ

∂y

))
=
gH

f0

Dg

Dt

(
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2

)
, (2.38)

と書ける. また, (2.27)左辺第 2項は

βvg =
Dg

Dt
βy, (2.39)

(2.29)は, (3.18)より

f0
ρ0

∂

∂Z
(ρ0w) =

f0w

ρ0

∂ρ0
∂Z

+ f0
∂w

∂Z

= −f0H
ρ0B

Dg

Dt

(
∂ψ

∂Z

)
∂ρ0
∂Z

− f0H

B

∂

∂Z

Dg

Dt

(
∂ψ

∂Z

)
= −Dg

Dt

{
f0H

ρ0B

∂ρ0
∂Z

∂ψ

∂Z
+
f0H

B

∂2ψ

∂Z2

}
. (2.40)

(2.38), (2.39), (2.40)より (2.27)は

gH

f0

Dg

Dt

(
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2

)
+

Dg

Dt
βy = −Dg

Dt

{
f0H

ρ0B

∂ρ0
∂Z

∂ψ

∂Z
+
f0H

B

∂2ψ

∂Z2

}
⇐⇒ Dg

Dt

{
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
+
βf0
gH

y +
f20
gB

(
∂2ψ

∂Z2
+

1

ρ0

∂ρ0
∂Z

∂ψ

∂Z

)}
= 0 (2.41)

が得られる. (2.41)が準地衝渦位方程式である.

2017/03/24
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第 3章

不安定問題: Eady 問題

この章では, 準地衝渦位方程式の定式化を行い, β = 0 の元で解析的に固有値を求める.

不安定問題の定式化, 方程式の解析の順に進めていく.

3.1 不安定問題の定式化

ψ を Ψ+ ψ として平均と摂動の和で置き換える. Ψ は平均流 U(Z)を用いて

U(Z) = −gH
f0

∂Ψ

∂y
(3.1)

と書ける. また, 平均流のある場合でのラグランジュ微分は

Dg

Dt
≡ ∂

∂t
+ U

∂

∂x
+ ug

∂

∂x
+ vg

∂

∂y
(3.2)

となる. ψ を
ψ = Re[F (Z) exp{iλ(x− Ct)} cosµy] (3.3)

とする. ここで, F (Z) は ψ の位相と振幅を表現する複素関数で, C は, 位相速度 Cr と,

摂動の成長率 λCi を表す Ci との和 C = Cr + iCi で書ける. また, 簡単のため各パラ
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メータを以下のように無次元化する:

z = Z/H

u = U(Z)/∆U

c = C/∆U

k2 =
gB

f20
H2(λ2 + µ2)

κ = −H
ρ0

dρ0
dZ

γ =
gB

f20
H2 β

∆U

∆U : 典型的な速度差

ψ と Ψに対応する q, Qを,

q =
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
+
f20
gB

(
∂2ψ

∂Z2
+

1

ρ0

∂ρ0
∂Z

∂ψ

∂Z

)
=− (λ2 + µ2)F exp{iλ(x− c∆Ut)} cosµy

+
f20
gB

(
1

H2
F ′′ +

1

Hρ0

∂ρ0
∂Z

F ′
)
exp{iλ(x− c∆Ut)} cosµy

=
f20

gBH2

(
F ′′ − κF ′ − k2F

)
exp{iλ(x− c∆Ut)} cosµy (3.4)

Q =
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+
f20
gB

(
∂2Ψ

∂Z2
+

1

ρ0

∂ρ0
∂Z

∂Ψ

∂Z

)
=

f20
gBH2

(
∂2Ψ

∂z2
+
H

ρ0

∂ρ0
∂Z

∂Ψ

∂z

)
(3.5)

とする. ug, vg は

ug =− gH

f0

∂ψ

∂y

=
gH

f0
µF exp {iλ(x− c∆Ut)} sinµy (3.6)

vg =
gH

f0

∂ψ

∂x

=
gH

f0
iλF exp {iλ(x− c∆Ut)} cosµy (3.7)
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なので,

Dg

Dt
q =

(
∂

∂t
+ U

∂

∂x
+ ug

∂

∂x
+ vg

∂

∂y

)
q

=− iλc∆Uq + iλu∆Uq

+
gH

f0
µiλF exp{iλ(x− c∆Ut)} sin(µy)q

− gH

f0
iλF exp{iλ(x− c∆Ut)} cos(µy)∂q

∂y

=iλ
f20∆U

gBH2
(u− c)

(
F ′′ − κF ′ − p2F

)
exp{iλ(x− c∆Ut)} cosµy (3.8)

Dg

Dt
Q =

(
∂

∂t
+ U

∂

∂x
+ ug

∂

∂x
+ vg

∂

∂y

)
Q

=vg
f20∆U

gBH2
(u′′ − κu′)

(
− f0
gH

)
=iλ

f20∆U

gBH2
(u′′ − κu′)F exp {iλ(x− c∆Ut)} cosµy (3.9)

以上より, (2.41)は

f0β

gH
vg +

Dg

Dt
Q+

Dg

Dt
q

=βiλF exp {iλ(x− c∆Ut)} cosµy

+ iλ
f20∆U

gBH2
(u′′ − κu′)F exp {iλ(x− c∆Ut)} cosµy

+ iλ
f20∆U

gBH2
(u− c)

(
F ′′ − κF ′ − k2F

)
exp{iλ(x− c∆Ut)} cosµy

=0

⇐⇒ (u− c)(F ′′ − κF ′ − k2F ) + (γ + κu′ − u′′)F = 0 (3.10)

となる. ここで, F ′, u′ は z の 1回微分, F ′′, u′′ は z の 2回微分を表す.

3.2 固有値解析

(3.10)に

γ = 0, κ = 0, u = z, F ′ = 0 (3.11)
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を与る. また, 上端と下端に剛体壁を仮定し, 境界条件として

w|z=0,1 = 0 (3.12)

を考える. このとき (3.10)は

(z − c)(F ′′ − k2F ) = 0 (3.13)

また, z ̸= cより

F ′′ = k2F

⇐⇒ F = a exp(kz) + b exp(−kz) (3.14)

となる. ここで a, bは 0以外の任意の定数である.

断熱の式 (2.31)を (2.35)で表すと

Dg

Dt

(
H
∂ψ

∂Z

)
=

Dg

Dt

∂ψ

∂z
= −Bw (3.15)

ψ を平均流と摂動の和として Ψ+ ψ と置き換える. 今,

U = u∆U = z∆U = −gH
f0

∂Ψ

∂y

⇐⇒ Ψ = −∆U
f0
gH

zy (3.16)

より,

Dg

Dt

∂

∂z
(Ψ + ψ) =

{
∂

∂t
− gH

f0

∂

∂y
(Ψ + ψ)

∂

∂x
+
gH

f0

∂ψ

∂x

∂

∂y

}
∂

∂z
(Ψ + ψ)

=
∂

∂t

∂ψ

∂z
+ z∆U

∂

∂x

∂ψ

∂z
−∆U

∂ψ

∂x
=−Bw

⇐⇒ iλ∆U(c− z)
∂ψ

∂z
+ iλ∆Uψ = Bw (3.17)

となる. (3.17)に (3.14)を代入して境界条件を用いると

ck(a− b) + (a+ b) = 0 (z = 0)

(c− 1)k(aek − be−k) + (aek + be−k) = 0 (z = 1)

⇐⇒
(

ck + 1 1− ck
{(c− 1)k + 1}ek {1− (c− 1)k}e−k

)(
a
b

)
= 0 (3.18)
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このとき, 非自明な解を持つには行列式が 0にならなければならない. 従って,

(ck + 1){1− (c− 1)k}e−k − 1− ck{(c− 1)k + 1}ek = 0

⇐⇒ {1 + k − c(c− 1)k2}e−k − {1− k − c(c− 1)k2}ek = 0

⇐⇒ − (ek − e−k) + k(ek + e−k) + c(c− 1)k2(ek − e−k) = 0

⇐⇒ c(c− 1)k2 − 1 + k
ek + e−k

ek − e−k
= 0

⇐⇒ c2 − c− 1

k2
+

1

k
coth k = 0

⇐⇒ c =
1

2

(
1±

√
1 +

4

k2
− 4

k
coth k

)

⇐⇒ c =
1

2
± 1

k

√(
k

2
− coth

k

2

)(
k

2
− tanh

k

2

)
. (3.18.1)

cが複素数になるための条件を考える. coth(k/2)と tanh(k/2)の関数系をそれぞれ図 3.1

と図 3.2に示す. 図 3.2より常に k/2− tanh(k/2) > 0であることが分かる.

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 0  1  2  3  4  5

x/2
coth(x/2)

図 3.1: k/2, coth(k/2)の関数形

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 0  1  2  3  4  5

x/2
tanh(x/2)

図 3.2: k/2, tanh(k/2)の関数形

従って k/2− coth(k/2) < 0 となる k の条件が必要で, ニュートン法で数値計算すると

k < kc = 2.399が得られる.　

2017/03/24



19

今, λ = µとして東西方向と南北方向の波数が等しい波を考える.　成長率を

σ = λci =
λ

k

√(
coth

k

2
− k

2

)(
k

2
− tanh

k

2

)
(3.19)

として, さらに, 変形半径 Ld

Ld =
NH

f0
=

√
gBH

f0
(3.20)

を用いて無次元化した σ̃

σ̃ = σLd =

√(
coth

k

2
− k

2

)(
k

2
− tanh

k

2

)
(3.21)

を考える.

最大となる成長率は, σ̃ を kで微分したものがゼロになる際の kの値を求めれば良い*1.

ニュートン法を用いて数値計算すると km = 1.61, σ̃ = 0.31が得られる. このときの波長

Lm は

Lm =
2π

λm
=

2
√
2π

km
Ld (3.22)

となり,
N ∼ 10−2/s, H ∼ 10km, f0 ∼ 10−4/s

とすると Ld ∼ 1000km となり Lm ∼ 5500km となる. また, k < kc = 2.399 より,

L < Lc ∼ 3700kmとなる波長の時, 成長率は 0である.

(3.14)を

F (z) = A cosh(kz) +B sinh(kz) (3.23)

(A = a+ b, B = a− b)

とすると, B = −A/ck より

F (z) = cosh kz − 1

ck
sinh kz = cosh kz − cr sinh kz

k|c|2
+
ici sinh kz

k|c|2
(3.24)

*1 詳細は付録を参照
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となる. 振幅と位相はそれぞれ

α(z) =
1

k|c|2
√
(ci sinh kz)2 + (k|c|2 cosh kz − cr sinh kz)2 (3.25)

θ(z) = tan−1

(
ci sinh kz

k|c|2 cosh kz − cr sinh kz

)
(3.26)

となる.

y 方向の議論は行わないので, cosλy → eiλy とすると流線関数 ψ は

ψ = eλcit cos{λ(x+ y − crt)}
{
cosh kz − cr sinh kz

k|c|2

}
− eλcit sin{λ(x+ y − crt)}

ci sinh kz

k|c|2
(3.27)

となる. 子午面速度, 温度はそれぞれ

v =
∂ψ

∂x
= Re[iλψ] (3.28)

T =
∂ψ

∂z
= Re

[
k

(
sinh kz − 1

kc
cosh kz

)
exp {iλ(x+ y − ct)}

]
(3.29)

であり, 鉛直速度は (3.17)より,

w

∆U
= Re

[
iλ

B

{
(c− z)

∂ψ

∂z
+ ψ

}]
= Re

[
iλ

B

{
(c− z)k

(
sinh kz − 1

kc
cosh kz

)
−
(
cosh kz − 1

kc
sinh kz

)}
exp{iλ(x+ y − ct)}

]
(3.30)

である. 図 3.7から図 3.10に km = 1.61を用いた最も不安定な場合の流線関数, 温度, 子

午面速度, 鉛直速度の鉛直構造を示す. いずれも横軸の xは 5/4波長分, 縦軸の z は 0か

ら 1までで示している. 実線は正の値, 破線は負の値である. 図 3.7より, 負の値を持つ部

分 (トラフ), 正の値を持つ部分 (リッジ) のそれぞれの軸が高度とともに西に傾いている

ことが分かる. 図 3.8より, 暖気と寒気の軸は高度とともに東に傾いていることが分かる.

図 3.9より上層のトラフの軸の東側では v > 0 となることが分かる. 図 3.10より上層の

トラフの軸の東側では w > 0 となることが分かる.

図 3.11から図 3.14に k = 2.5を用いた安定な場合の鉛直構造を示す. この場合, いず

れの図を見ても軸は傾かず直立していることが分かる.
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図 3.3: 成長率の波数依存性. 横軸はスケーリングした水平波数 k, 縦軸は無次元化した成長率である.
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図 3.4: (3.18.1)の根の波数依存性. 横軸はスケーリングした水平波数 k, 縦軸は無次元化した波の速度, 赤と
緑が cの実部 cr, 青が cの虚部 ci である.
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図 3.5: 渦位の振幅の高度依存性. 縦軸は無次元化した高さ, 横軸は振幅である.
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図 3.6: 渦位の位相の高度依存性. 縦軸に無次元化した高さ, 横軸は位相である.

2017/03/24



23

図 3.7: 流線関数の鉛直構造.

図 3.8: 温度の鉛直構造.

図 3.9: 子午面速度の鉛直構造.

図 3.10: 鉛直速度の鉛直構造.
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図 3.11: 流線関数の鉛直構造.

図 3.12: 温度の鉛直構造.

図 3.13: 子午面速度の鉛直構造.

図 3.14: 鉛直速度の鉛直構造.
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第 4章

不安定問題: Green 問題

この章では, β ̸= 0 の場合を考える. この場合, 解析的に解くことは不可能であるため

数値計算により固有値を求める. 計算方法は, Green(1960)には書かれていなかったため,

Hirota(1968)の方法を用いる.

不安定問題の定式化, 支配方程式の離散化, 数値計算の順で進めていく.

4.1 不安定問題の定式化

(2.25)をジオポテンシャル Φの式として書き直す. Φ, ω を基本場と摂動の和として

Φ = Φ0 +Φ′, (4.1)

ω = ω′, (4.2)

と表す. このとき,

ug = U(p) + u′g = − 1

f0

∂Φ0

∂y
− 1

f0

∂Φ′

∂y
, (4.3)

vg = v′g =
1

f0

∂Φ′

∂x
, (4.4)

ζg =
1

f0

∂2

∂x2
(Φ0 +Φ′) +

1

f0

∂2

∂y2
(Φ0 +Φ′) =

1

f0
∇2Φ′, (4.5)
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となる. (2.25)は

Dg

Dt

(
1

f0
∇2Φ′

)
+ β

1

f0

∂Φ′

∂x
= f0

∂

∂p
(ω0 + ω′),

⇐⇒ ∂

∂t
∇2Φ′ +

{
(U + u′g)

∂

∂x
+ v′g

∂

∂y

}
∇2Φ′ +

∂Φ′

∂x
β = f20

∂

∂p
(ω0 + ω′),

⇐⇒ ∂

∂t
∇2Φ′ + U

∂

∂x
∇2Φ′ +

∂Φ′

∂x
β = f20

∂ω′

∂p
, (4.6)

となる. 温位は

θ = T

(
p

p0

)− R
Cp

=
p

R

(
p

p0

)− R
Cp 1

ρ

=
p

R

(
p

p0

)− R
Cp
(
−∂Φ
∂p

)
と書けることより, 断熱の式は

Dgθ

Dt
+ ω

∂θ0
∂p

= 0

⇐⇒ Dg

Dt

{
p

R

(
p

p0

)− R
Cp
(
−∂Φ
∂p

)}
+ ω

∂θ0
∂p

= 0

⇐⇒ Dg

Dt

∂Φ

∂p
+ ω

{
−R
p

(
p

p0

) R
Cp ∂θ0

∂p

}
= 0

⇐⇒ Dg

Dt

∂Φ

∂p
+ Sω = 0 (4.7)

となる. ここで

S =

{
−R
p

(
p

p0

) R
Cp ∂θ0

∂p

}
(4.8)

は圧力 pにのみ依存する静的安定度である.
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(4.7)の Φを (4.6)の導出と同様に基本場と摂動に分解すると

∂

∂t

∂

∂p
(Φ0 +Φ′) +

{
(U + u′g)

∂

∂x
+ v′g

∂

∂y

}
∂

∂p
(Φ0 +Φ′) + Sω′ = 0

⇐⇒ ∂

∂t

∂Φ′

∂p
+ U

∂

∂x

∂Φ′

∂p
+ v′g

∂

∂y

∂Φ0

∂p
+ Sω′ = 0

⇐⇒ ∂

∂t

∂Φ′

∂p
+ U

∂

∂x

∂Φ′

∂p
+

1

f0

∂Φ′

∂x

∂

∂p
(−f0U) + Sω′ = 0

⇐⇒ ∂

∂t

∂Φ′

∂p
+ U

∂

∂x

∂Φ′

∂p
− ∂Φ′

∂x

∂U

∂p
+ Sω′ = 0 (4.9)

となる. 以後, 簡単のためプライムは省略する.

4.2 離散化

線形化された方程式 (4.6) と (4.9) の有限差分近似に対応する多層モデルを図 4.1 に

示す.

図 4.1: N 層モデルの略図 (Hirota, 1968). ω は鉛直速度で ϕはジオポテンシャル.
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高度 j に対応する渦度方程式は

∂

∂t
∇2Φj + Uj

∂

∂x
∇2Φj + β

∂

∂x
Φj = f2

ωj+1/2 − ωj−1/2

∆p
(4.10)

(j = 1, 2, · · · , N)

であり, j + 1/2に対応する断熱の式は

∂

∂t

Φj+1 − Φj

∆p
+ Uj+1/2

∂

∂x

Φj+1 − Φj

∆p
+ Λ

∂

∂x

Φj+1 +Φj

2
+ Sωj+1/2 = 0

⇐⇒ ∂

∂t
(Φj+1 − Φj) + Uj+1/2

∂

∂x
(Φj+1 − Φj) +

Λ∆p

2

∂

∂x
(Φj+1 +Φj)

+S∆pωj+1/2 = 0
(4.11)

(j = 1, 2, · · · , N − 1)

となる. ここで ∆p は高度 j と j + 1の間の気圧差で, Λは鉛直シアー −∂U
∂p である. 境

界条件として ω1/2 = 0 と ωN+1/2 = 0を与えることで, N 個の Φj と N − 1個の ωj+1/2

に関する方程式が得られる. ω に関する式は

j∑
l=1

(
∂

∂t
∇2Φl + Ul

∂

∂x
∇2Φl + β

∂

∂x
Φl

)
= f2

ωj+1/2 − ω1/2

∆p

⇐⇒ ωj+1/2 =
∆p

f2

j∑
l=1

(
∂

∂t
∇2Φl + Ul

∂

∂x
∇2Φl + β

∂

∂x
Φl

)
(4.12)

となるので, (4.11)から ωj+1/2 を消去すると

∂

∂t
(Φj+1 − Φj) + Uj+1/2

∂

∂x
(Φj+1 − Φj) +

Λ∆p

2

∂

∂x
(Φj+1 +Φj)

+S
(∆p)2

f2

j∑
l=1

(
∂

∂t
∇2Φl + Ul

∂

∂x
∇2Φl + β

∂

∂x
Φl

)
= 0 (4.13)

となる. また, (4.12)より

N∑
j=1

(
∂

∂t
∇2Φj + Uj

∂

∂x
∇2Φj + β

∂

∂x
Φj

)
= f2

ωN+1/2 − ω1/2

∆p
= 0 (4.14)

である. ジオポテンシャルの摂動は, 南北方向には関係がなく,

Φj = Φ̂j exp[iλ(x− ct)] (4.15)
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で与えられると仮定する. ここで Φ̂j は振幅であり, λは水平波数, cは位相速度と成長率

を示す. Uj は地表の圧力 1000hPa と, UN = 0より

Uj = −Λj∆p+ 103Λ (4.16)

と表せる.

(4.16)と (4.15)を (4.13)に代入すると

−iλc(Φ̂j+1 − Φ̂j)− Λ

{(
j +

1

2

)
∆p− 103

}
iλ(Φ̂j+1 − Φ̂j) +

Λ∆p

2
iλ(Φ̂j+1 + Φ̂j)

+S
(∆p)2

f2

j∑
l=1

{
−iλc(−λ2)Φl − Λ(l∆p− 103)iλ(−λ2)Φl + βiλΦl

}
= 0

⇐⇒ −c(Φ̂j+1 − Φ̂j) + Λ(103 − j∆p)Φ̂j+1 − Λ{103 − (j + 1)∆p}Φ̂j

+S
(∆p)2

f2

j∑
l=1

(
cλ2 − Λ(l∆p− 103)λ2 + β

)
Φ̂l = 0

⇐⇒ c

(
Φ̂j+1 − Φ̂j − S

(∆p)2

f2

j∑
l=1

k2Φ̂l

)

= UjΦ̂j+1 − Uj+1Φ̂j + S
(∆p)2

f2

j∑
l=1

(−λ2 + βUl)Φ̂l

(4.17)

が得られる. また, (4.14)も同様にして

N∑
j=1

(
−iλc(−λ2)Φ̂j + Ujiλ(−λ2)Φ̂j + βiλΦ̂j

)
= 0

⇐⇒ c
N∑
j=1

λ2Φ̂j =
N∑
j=1

(λ2Ul − β)Φ̂j (4.18)

となる.
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4.3 数値計算

(4.17)と (4.18)が Φ̂j に関する同次方程式なので

cDΦ̂j = BΦ̂j

⇐⇒ (B − cD)Φ̂j = 0

⇐⇒ (D−1B − cE)Φ̂j = 0 (4.19)

と書ける. ここで B, D は

Djj = −1− Sλ2
(∆p)2

f2

Djj+1 = 1

Djl = −Sλ2 (∆p)
2

f2
(l < j)

DNk = λ2

Bjj = −Uj+1 − S
(∆p)2

f2
(λ2Uj − β)

Bjj+1 = Uj

Bjl = −S (∆p)2

f2
(λ2Ul − β) (l < j)

BNk = λ2Uk − β

(j = 1, 2, · · · , N − 1 l = 1, 2, · · · , j − 1 k = 1, 2, · · · , N)

となる N 次の正方行列で, E は単位行列である.

今, N = 20 の鉛直 20 層を考え, c を D−1B の固有値として数値計算を行う. 各パラ

メータは次のように与える:

f = 10−4 /sec,

S = 2× 10−6 m2/sec2 · Pa2.

固有値を速度シアー Λと波長 Lの関数として, 300× 300の格子点で計算した結果を次に

示す. 図 4.2は β = 0 /m · sec, 図 4.3は β = 1.6× 10−11 /m · secの場合である. 縦軸は
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基本流の鉛直傾度 Λ(m/sec · Pa), 横軸は東西方向の波長 L(m), 図中の実線は成長率の等

値線, 値は振幅が e倍になる時間を日を単位として表している.

図 4.2: β = 0の場合の傾圧不安定曲線

図 4.3: β = 1.6× 10−11 の場合の傾圧不安定曲線
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考察

解析的に求めた Eady の場合の図 3.3と同様に, β = 0の図 4.2ではおよそ 3700km以

下で不安定が生じないことが確認できた. β ̸= 0の図 4.2ではほとんどの波長, 基本流の

鉛直シアーで不安定が起こっていることが分かる. しかし, 成長率が最大となる波長は

高々 5000km程度のところで, Eady の場合とほぼ同じである.
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第 5章

結論

本研究では傾圧大気中の波動がどのような場合に不安定となるのか, 準地衝渦位方程式

に波型の解を代入し 2つの場合で固有値を求めることによって調べた.

1つ目は β = 0の場合で, 解析的に固有値を求めた. 結果, 波長 3700km程度よりも短

くなると不安定波は存在しないこと, また, 成長率が最大となる場合の波長が 5000km程

度であることが確認できた.

2つ目は β ̸= 0 の場合で, 有限差分近似を用いて鉛直方向に離散化し数値的に固有値を

求めた. 結果, ほとんどの波長, 基本流の鉛直シアーで不安定が起こっていることが確認で

きた. また, 成長率が最大となる波長は β = 0の場合と同じく高々 5000km程度であるこ

とが分かった.

2つの場合で得られた, 成長率が最大となる波長が 5000km程度という結果は温帯低気

圧の水平スケールとして妥当な値である.
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付録

付録A σ̃ の最大値

σ̃ の最大値を求めるには,

∂σ̃

∂p
= 0

となる pを求めればよいが,

∂σ̃2

∂p
= 2σ̃

∂ σ̃

∂p

なので

∂σ̃2

∂p
= 0

となる pを求めても良い. このとき,

∂σ̃2

∂p
=

∂

∂p

(
p2 + 4− 4p

tanh p

)
= 2p− 4

cosh p

sinh p
− 4p

1

sinh2 p

=
2p sinh2 p− 4 cos p sinh p− 4p

sinh2 p
= 0

であり, sinh2 p ̸= 0 なので

p sinh2 p− 2 cos p sinh p− 2p = 0
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を満たす pが求めたい pm である. 解析的には解くことができないのでニュートン法を用

いて数値計算を行うと

pm = 1.61

σ̃m = 0.31

が得られる.
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