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要旨
• 惑星大気大循環の１形態である，自転を追い越す向きの
高速東西風「スー パーローテーション」の力学を，
理想化された自転軸対称な大気の基礎方程式系をもとに，
理論的・数値的に研究した．

• 理論モデルを構築することで，スーパーローテーションの
「強度」と「力学的平衡状態」のパラメータ依存性を見積もり，
広いパラメータ範囲で，その妥当性を数値実験で確かめた.

• また，自転軸対称な系で，スーパーローテーションが生成・維持
されるために必要な「水平渦拡散*」に対する依存性を調べ，
地球型ハドレー循環の理論モデル「ヘルド・ホウモデル」との
関係性を明らかにした．
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*非軸対称擾乱による運動量輸送



本研究の流れ
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現実世界（とても複雑）
30 第 2章 基礎方程式系

基礎方程式系は，以下のように書かれる．
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である．従属変数 u，v，wはそれぞれ東西，南北，鉛直方向の風速成分であり，θは温位
である．変数 Φは Φ ≡ p′/ρ0 で定義される．ただし，p′ は圧力擾乱，ρ0 は基準密度 (定
数)である．独立変数 φ，z，tはそれぞれ緯度，高度，時間を表す．定数 aは惑星半径，Ω
は自転角速度，g は重力加速度である．νH と νV はそれぞれ運動量の水平と鉛直の渦拡
散係数であり，κV は鉛直熱拡散係数である．τ はニュートン加熱・冷却の緩和時定数で
あり，Θ0 は基準温位である．水平拡散項 DH(u)，DH(v) は Becker (2001) にしたがっ
て，角運動量を保存する形で定義されている．放射対流平衡温位 θe は，ルジャンドル多
項式の P2(sinφ) = (3 sin2 φ− 1)/2をもとに，

θe ≡ Θ0

[
1−∆H

(
sin2 φ− 1

3

)]
(2.3)

で与えられる．ただし，∆H は θe の極・赤道間温位差の Θ0 に対する割合を表す．また，
θe の全球平均値は Θ0 である．
上端 (z = H)の境界条件は，自由滑り，質量の流出入なし，および断熱である．
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下端 (z = 0)の境界条件は，粘着，質量の流出入なし，および断熱である．

u = v = w =
∂θ

∂z
= 0 (下端：z = 0) (2.5)
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3.1 理論モデルの構築 15

β を 4つ未知数とする、連立 4元方程式だとみなす。

RvB = π2EV S, (3.31a)
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S2 + 2S = 2βRT − 20EH(RvT + RvB). (3.31d)

すると、この連立方程式の解は第 3.1.1節から第 3.1.3節のなかで与えた仮定のもとでの
惑星大気大循環の特徴を表していると期待される。

3.1.5 S に関する 5次方程式
連立方程式 (3.31)から RvB , RvT , β を消去すると、次の S に関する 5次方程式が得ら
れる。 [
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(
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)
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]
= 2RT , (3.32)

ただし、A ≡ π2τΩEV , B ≡ 20π2EHEV , および RT は外部パラメータからなる正定
数である。A は π2τ(νV /H2) とも書けるので、鉛直拡散の緩和時間 (νV /H2) に対する
ニュートン加熱冷却の緩和時間 (τ) の割合に比例するパラメータである。また、B は
5[2πΩ−1

√
(νH/a2)(νV /H2)]2 と書けるので、自転周期 (2πΩ−1)に対する水平拡散と鉛

直拡散の緩和時間の幾何平均 [
√

(νH/a2)(νV /H2)] の 2乗に比例するパラメータである。
5次方程式 (3.32)は A, B, RT の値に関わらず、正の解は 1つだけ存在する (証明は第

3.3.1 節を参照)。他の解は (虚部がゼロではない) 複素数解または負の実数解である。い
ま、複素数解は物理的に意味を持たない。一方、負の解は大気が自転と逆の方向に回転し
ていることを意味する。　この場合、式 (3.12) と (3.16) から RvB と RvT が負になる。
すなわち、子午面循環は極で上昇し、赤道で下降する循環になる。さらに、式 (3.22)から
β > 1 すなわち ∆Θ > Θ0∆H (極-赤道温位差が放射対流平衡温位のそれよりも大きい)
または β < 0すなわち ∆Θ < 0(極が赤道よりも暖かい) となることが分かる。このよう
な状況は非現実的であるため、本研究では 5次方程式 (3.32)の正の解にのみ注目する。

5 次方程式 (3.32) の係数が A, B, RT の 3 つのパラメータで書かれているので、その
解 S が陽に依存するパラメータは A, B, RT のみである。ところが、RvB と S の関係式
(3.12)と RvT と S の関係式 (3.16)には EV が現れるので、RvB と RvT は A, B, RT に
加え、EV にも陽に依存する。一方で、β と S の関係式は式 (3.12)と (3.16)を式 (3.22)
に代入することで得られる。
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6撮影→地球：はやぶさ(JAXA; 可視)    金星：Mariner 10 (NASA; 紫外)  タイタン：Cassini (NASA; 可視)

地球

赤道半径 (a) 6378 km

自転周期 (T = 2π/Ω) 0.997 地球日

赤道自転速度 (aΩ) 465 m/s

金星

6052 km

243 地球日

1.81 m/s

タイタン

2575 km

15.9 地球日

11.8 m/s

観測事実｜地球・金星・タイタン
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図 1.7 金星の東西風速の鉛直分布. 異なる場所に降下した探査衛星により測定された
東風. V8 はヴェネラ 8 号を意味し, ヴェネラ以外はパイオニア・ヴィーナスの探査機
による観測. 松田・高木 (2005). 原図は Schubert (1983).
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participants in the radio astronomy segment of the Huygensmission,
the observation campaign, and plots of the raw data are given in
Supplementary Information. Only the data sets from the NRAO
Robert C. ByrdGreen Bank Telescope (GBT) inWest Virginia and the
CSIRO Parkes Radio Telescope in Australia have been processed for
this initial report.
Starting with the raw Doppler measurements, it is essentially a

geometric exercise to derive the motion of the transmitter in the
Titan frame of reference. Motion of the Huygens probe in the vertical
direction is measured in situ by many different instruments, primar-
ily pressure sensors14, but also by the Huygens radar altimeters. The
consolidated measurements are processed iteratively by the
Huygens Descent Trajectory Working Group (DTWG) to produce
a series of continually improving probe trajectories referenced to
Titan, including the descent velocity profile required for the present
analysis5. The results presented here are based on DTWG data set no.
3, released in May 2005. The DTWG, based on knowledge of the
Huygens trajectory to the point of atmospheric entry, also supplies
the estimated spatial coordinates of the Huygens probe in latitude
(10.33 ^ 0.178 S), longitude (196.08 ^ 0.258W) and altitude
(154.8 ^ 11.2 km) at the start of descent, time t0.
Two key assumptions about the horizontal motion of the probe

simplify the problem. The first of these is that the horizontal drift of
the probe follows the horizontal wind with a negligible response
time. The actual response time for the Huygens descent system is
estimated to be roughly 30–40 s in the stratosphere, decreasing to
3–5 s in the lowest 10 km (ref. 15). It follows that this first assumption
may be fulfilled only marginally during the early minutes of the
descent and during the change to a smaller (stabilizer) parachute at
t ¼ t0 þ 15min (‘parachute exchange’). The second assumption,
that the drift in the meridional (north–south) direction is negligible,
is based on theoretical considerations that imply dominance of the
zonal (east–west) atmospheric circulation3,6–9. Under these con-
ditions one is able to eliminate all other known contributions to
the measured Doppler shift and determine the one remaining
unknown, the zonal wind velocity. In addition to the above men-
tioned descent velocity, which slowly decreases with decreasing
altitude, small, nearly constant, corrections must be applied for the
effect of special relativity (27.5Hz, where the minus sign means a red
shift), as well as the effects of general relativity associated with the Sun
(18.2Hz), Saturn (20.7Hz), Earth (1.4Hz) and Titan (20.08Hz).
Propagation corrections to the Doppler measurements from the
neutral and ionized intervening media (Titan, interplanetary, Earth)
have been estimated and found to be negligible. Finally, a small
correction of þ10.0Hz was applied to the absolute transmission
frequency by requiring that Huygens remain stationary on Titan’s
surface after landing. This residual is within the error limits of the
pre-launch unit-level calibration of þ9.2Hz determined for the
specific DWE rubidium oscillator unit used to drive the Huygens
channel A transmitter.
The zonal wind derived from the ground-based Doppler data is

shown in Fig. 1 as a function of time. More precisely, this quantity is
the horizontal eastward velocity of Huygens with respect to the
surface of Titan (with a positive value indicating the prograde
direction). The time-integrated wind measurement from t0 yields
an estimate for the longitude of the Huygens landing site on Titan,

192.33 ^ 0.318W, which corresponds to an eastward drift of
3.75 ^ 0.068 (165.8 ^ 2.7 km) over the duration of the descent.
Unfortunately, because of the slow rotation of Titan and the fact
that the Earth was near zenith as viewed by Huygens, the Doppler
data recorded after landing are not considered suitable for a more
precise determination of the Huygens longitude.
The variation of the zonal wind with altitude and pressure level is

shown in Fig. 2. The measured profile roughly agrees with the upper
level wind speeds anticipated by the engineering model, and is
generally prograde above 14 km altitude. Assuming this local obser-
vation is representative of conditions at this latitude, the large
prograde wind speed measured between 45 and 70 km altitude and
above 85 km is much larger than Titan’s equatorial rotation
speed (Qa < 11.74 m s21, where Q ¼ 4.56 £ 1026 rad s21 and
a ¼ 2,575 km are Titan’s rotation rate and radius, respectively),
and thus represents the first in situ confirmation of the inferred
superrotation of the atmosphere at these levels, as anticipated from
the Voyager temperature data3. Moreover, the measured winds are
consistent with the strong winds inferred from ground-based data
under the assumption of cyclostrophic balance10–12.
The most striking departure of the measured profile from the

engineering model is the region of strong reversed shear between 65
and 75 km altitude (approximately 40 and 25 hPa, respectively),
where the speed decreases to a minimum of 4m s21, which then
reverts to strong prograde shear above 75 km. This feature of Titan’s
wind profile is unlike that measured by any of the Doppler-tracked
probes in the atmosphere of Venus16.

Figure 2 | Titan zonal wind height profile. The zonal wind derived from
GBTand Parkes observations is compared with the prograde Titan
engineering wind model and envelopes based on Voyager temperature
data27. The estimated uncertainties in the zonal wind speed, based on an
adaptation of an error analysis for the Huygens-Cassini link28, are of the
order of 80 cm s21 at high altitude and drop roughly in proportion to the
absolute speed to 15 cm s21 just above the surface. These uncertainties are
primarily systematic errors associated with the Huygens trajectory at entry.
The estimated statistical (measurement) error is always smaller, the
standard deviation being of the order of j < 5 cm s21 towards the end of
descent. With the possible exception of the region above 100 km, where the
wind fluctuations are greatest, the zonal flow is found to be generally weaker
than those of themodel. The wind shear layer in the height range between 60
and beyond 100 km was unexpected and is at present unexplained.

Table 1 | Predictions of Titan’s meteorology and DWE results

Prediction/model feature DWE result References

Atmospheric superrotation (U .. 12m s21)* Verified for upper troposphere and stratosphere 3, 6–8
Prograde (eastward) flow (U . 0) Verified for all levels above 15 km (GBT data) 6–8, 23, 24
Isolated reversed shear (›U/›z , 0) within lower stratosphere Verified, but stronger than simulated at 65–75 km, with Ri < 2 7–9
Geostrophic (U ,, 12m s21) sub-layer near surface Verified and deeper than anticipated (more than ,1 scale height) 7–9, 25
Very weak surface winds Verified (jUj < 1m s21) 23, 25
Warmer-poleward near-surface temperature in southern

hemisphere
Consistent with geostrophic balance of upward-westward shear of

low-level winds
18, 26

*U ¼ zonal wind velocity.
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図 1.8 タイタンの東西風速の鉛直分布. 実線が観測値. 破線と点線はボイジャーによ
る温度データをもとに Flasar et al. (1997) がモデル計算した風速分布とその包絡線.

Bird et al. (2005).

ければならないのである.
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図 1.7 金星の東西風速の鉛直分布. 異なる場所に降下した探査衛星により測定された
東風. V8 はヴェネラ 8 号を意味し, ヴェネラ以外はパイオニア・ヴィーナスの探査機
による観測. 松田・高木 (2005). 原図は Schubert (1983).
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participants in the radio astronomy segment of the Huygensmission,
the observation campaign, and plots of the raw data are given in
Supplementary Information. Only the data sets from the NRAO
Robert C. ByrdGreen Bank Telescope (GBT) inWest Virginia and the
CSIRO Parkes Radio Telescope in Australia have been processed for
this initial report.
Starting with the raw Doppler measurements, it is essentially a

geometric exercise to derive the motion of the transmitter in the
Titan frame of reference. Motion of the Huygens probe in the vertical
direction is measured in situ by many different instruments, primar-
ily pressure sensors14, but also by the Huygens radar altimeters. The
consolidated measurements are processed iteratively by the
Huygens Descent Trajectory Working Group (DTWG) to produce
a series of continually improving probe trajectories referenced to
Titan, including the descent velocity profile required for the present
analysis5. The results presented here are based on DTWG data set no.
3, released in May 2005. The DTWG, based on knowledge of the
Huygens trajectory to the point of atmospheric entry, also supplies
the estimated spatial coordinates of the Huygens probe in latitude
(10.33 ^ 0.178 S), longitude (196.08 ^ 0.258W) and altitude
(154.8 ^ 11.2 km) at the start of descent, time t0.
Two key assumptions about the horizontal motion of the probe

simplify the problem. The first of these is that the horizontal drift of
the probe follows the horizontal wind with a negligible response
time. The actual response time for the Huygens descent system is
estimated to be roughly 30–40 s in the stratosphere, decreasing to
3–5 s in the lowest 10 km (ref. 15). It follows that this first assumption
may be fulfilled only marginally during the early minutes of the
descent and during the change to a smaller (stabilizer) parachute at
t ¼ t0 þ 15min (‘parachute exchange’). The second assumption,
that the drift in the meridional (north–south) direction is negligible,
is based on theoretical considerations that imply dominance of the
zonal (east–west) atmospheric circulation3,6–9. Under these con-
ditions one is able to eliminate all other known contributions to
the measured Doppler shift and determine the one remaining
unknown, the zonal wind velocity. In addition to the above men-
tioned descent velocity, which slowly decreases with decreasing
altitude, small, nearly constant, corrections must be applied for the
effect of special relativity (27.5Hz, where the minus sign means a red
shift), as well as the effects of general relativity associated with the Sun
(18.2Hz), Saturn (20.7Hz), Earth (1.4Hz) and Titan (20.08Hz).
Propagation corrections to the Doppler measurements from the
neutral and ionized intervening media (Titan, interplanetary, Earth)
have been estimated and found to be negligible. Finally, a small
correction of þ10.0Hz was applied to the absolute transmission
frequency by requiring that Huygens remain stationary on Titan’s
surface after landing. This residual is within the error limits of the
pre-launch unit-level calibration of þ9.2Hz determined for the
specific DWE rubidium oscillator unit used to drive the Huygens
channel A transmitter.
The zonal wind derived from the ground-based Doppler data is

shown in Fig. 1 as a function of time. More precisely, this quantity is
the horizontal eastward velocity of Huygens with respect to the
surface of Titan (with a positive value indicating the prograde
direction). The time-integrated wind measurement from t0 yields
an estimate for the longitude of the Huygens landing site on Titan,

192.33 ^ 0.318W, which corresponds to an eastward drift of
3.75 ^ 0.068 (165.8 ^ 2.7 km) over the duration of the descent.
Unfortunately, because of the slow rotation of Titan and the fact
that the Earth was near zenith as viewed by Huygens, the Doppler
data recorded after landing are not considered suitable for a more
precise determination of the Huygens longitude.
The variation of the zonal wind with altitude and pressure level is

shown in Fig. 2. The measured profile roughly agrees with the upper
level wind speeds anticipated by the engineering model, and is
generally prograde above 14 km altitude. Assuming this local obser-
vation is representative of conditions at this latitude, the large
prograde wind speed measured between 45 and 70 km altitude and
above 85 km is much larger than Titan’s equatorial rotation
speed (Qa < 11.74 m s21, where Q ¼ 4.56 £ 1026 rad s21 and
a ¼ 2,575 km are Titan’s rotation rate and radius, respectively),
and thus represents the first in situ confirmation of the inferred
superrotation of the atmosphere at these levels, as anticipated from
the Voyager temperature data3. Moreover, the measured winds are
consistent with the strong winds inferred from ground-based data
under the assumption of cyclostrophic balance10–12.
The most striking departure of the measured profile from the

engineering model is the region of strong reversed shear between 65
and 75 km altitude (approximately 40 and 25 hPa, respectively),
where the speed decreases to a minimum of 4m s21, which then
reverts to strong prograde shear above 75 km. This feature of Titan’s
wind profile is unlike that measured by any of the Doppler-tracked
probes in the atmosphere of Venus16.

Figure 2 | Titan zonal wind height profile. The zonal wind derived from
GBTand Parkes observations is compared with the prograde Titan
engineering wind model and envelopes based on Voyager temperature
data27. The estimated uncertainties in the zonal wind speed, based on an
adaptation of an error analysis for the Huygens-Cassini link28, are of the
order of 80 cm s21 at high altitude and drop roughly in proportion to the
absolute speed to 15 cm s21 just above the surface. These uncertainties are
primarily systematic errors associated with the Huygens trajectory at entry.
The estimated statistical (measurement) error is always smaller, the
standard deviation being of the order of j < 5 cm s21 towards the end of
descent. With the possible exception of the region above 100 km, where the
wind fluctuations are greatest, the zonal flow is found to be generally weaker
than those of themodel. The wind shear layer in the height range between 60
and beyond 100 km was unexpected and is at present unexplained.

Table 1 | Predictions of Titan’s meteorology and DWE results

Prediction/model feature DWE result References

Atmospheric superrotation (U .. 12m s21)* Verified for upper troposphere and stratosphere 3, 6–8
Prograde (eastward) flow (U . 0) Verified for all levels above 15 km (GBT data) 6–8, 23, 24
Isolated reversed shear (›U/›z , 0) within lower stratosphere Verified, but stronger than simulated at 65–75 km, with Ri < 2 7–9
Geostrophic (U ,, 12m s21) sub-layer near surface Verified and deeper than anticipated (more than ,1 scale height) 7–9, 25
Very weak surface winds Verified (jUj < 1m s21) 23, 25
Warmer-poleward near-surface temperature in southern

hemisphere
Consistent with geostrophic balance of upward-westward shear of

low-level winds
18, 26

*U ¼ zonal wind velocity.
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図 1.8 タイタンの東西風速の鉛直分布. 実線が観測値. 破線と点線はボイジャーによ
る温度データをもとに Flasar et al. (1997) がモデル計算した風速分布とその包絡線.

Bird et al. (2005).

ければならないのである.

9

Bird et al. (2005)

タイタン
aΩ ~ 11.8 m/s

U ~ 100 m/s U ~ 100 m/s
約55倍 約9倍

観測事実｜東西風速の鉛直分布

自転を追い越す向きの惑星規模の高速東西風
「スーパーローテーション」
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自転を追い越す向きの惑星規模の高速東西風
「スーパーローテーション」

➡ 地表面との摩擦・鉛直粘性で大気は減速されるはず…

メカニズムに対する仮説
• 夜昼間対流に着目する仮説 (e.g., Schubert & Whitehead, 1969)

• 重力波に着目する仮説 (e.g., Fels & Linzen, 1974)

• 子午面循環に着目する仮説 (e.g., Gierasch, 1975)

スーパーローテーションのメカニズム
惑星気象学の重要な課題



子午面循環に着目する仮説
• Gierasch (1975) が提案｜ギーラシメカニズム

- 自転軸対称・赤道対称な系
- 赤道から極まで達する１セルの子午面循環
- 無限大の 水平拡散★（常に剛体回転 = 等角速度）

9

M

赤道 極

高
度

角運動量

角運動量の供給

水平拡散：角運動量を赤道へ

ギーラシメカニズムの模式図
★非軸対称擾乱による角運動量の赤道向き輸送を水平拡散の形で導入している．順圧不安定
が，このような擾乱の役割を担いうることが示されている (Rossow & Williams, 1979 など)



Matsuda (1980, 1982) は低自由度スペクトルモデル★を用いて，
水平拡散が 無限大の場合 と 有限の場合の

10

水平拡散の緩和時間 {⌧ 子午面循環の循環時間
鉛直拡散の緩和時間

Gierasch は，実際にこのようなメカニズムが働くには

が，必要だと主張．

★自転軸対称ブシネスク流体プリミティブ方程式系２層モデルの速度場と温度場を少数の基本
モードに展開して，モード間の相互作用を陽に非線形項として表現したモード方程式

(1) 東西風のパラメータ依存性
(2) 解の支配的なモーメントバランス
(3) 多重安定平衡解の存在範囲

を調べた．

東西風

南北加熱差
自転周期



問題意識｜なぜメカニズムが未解明なのか？
• 観測データの不足

- 2010年5月に打ち上げられた金星探査機「あかつき」は，
同年12月の金星軌道投入に失敗

➡ 近年の金星大気大循環モデル（複雑な数値モデル）の
開発が進んでいる
- しかし，計算結果に説得力のある解釈を与えられないでいる

11

2 B. J. HOSKJNS 

OBSERVATIONS 

He also produced a challenge to computer modellers : ‘Moreover, the computers have not 
yet disclosed any new specialized (structural) models to us’. 

The purpose of this Lecture is to stress the potential advantages of the system 
described in Fig. 2. Here, the sophisticated numerical model is at one end of a spectrum of 
dynamical models of different complexity. Some of these might be laboratory models; 

< 

Figure 2. A schematic illustration of the optimum situation for meteorological research. 

some will be amenable to analytic techniques; others will require electronic computers for 
their study. However, all levels of modelling interact well with each other and with 
observations of the atmosphere to produce an evolving conceptual background. In turn 
this is used to aid in diagnosis of atmospheric and complex model behaviour. 

Two different meteorological subjects will be discussed with these ideas in mind, 
stressing the desirability of application of a hierarchy of models. The first topic, tele- 
connections, is one in which the situation envisaged in Fig. 2 is now close to being 
achieved. The second topic is that of mid-latitude synoptic systems where the current 
situation is further from the ideal but the opportunity now exists for real progress. 

2. ATMOSPHERIC TELECONNECTIONS 

(a) Basic /?-plane theory 
The word ‘teleconnection’ means connection at a distance. Thus one may say that the 

dry subtropics situated in the descending arm of the Hadley cell have a teleconnection 
with the Intertropical Convergence Zone with its convection and rising arm of the Hadley 
cell. However, the word is usually reserved for the sort of phenomena more associated 
with the rotational portion of the flow and the possibility of steady wave systems. 

When we wish to produce theory and a hierarchy of models for such waves we have 
to proceed backwards from today’s primitive equation models on the sphere to the earlier 
quasi-geostrophic 8-plane models and to the barotropic vorticity equation, fl-plane chan- 
nel models. Historically the barotropic vorticity equation models were superseded as the 
best forecast models because of phase speed problems and the non-development of new 
systems. In their turn, quasi-geostrophic models were not applicable to the tropics and the 
inclusion of parametrizations of physical processes in them was difficult, so that they too 
were replaced. However, despite their limitations, these simpler models can be useful for 

観 測 理論モデル

様々な複雑さの階層の数値モデル群

気象学研究の理想的な姿

Hoskins (1983)

困難

より複雑化

強化すべき



本研究の目的
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スーパーローテーションのメカニズムとして現在でも有力な
仮説の１つであるギーラシメカニズムに対する理解を深める

松田の研究では
•子午面循環による温度場の
変化を無視していた

•モード間の相互作用を陽に
扱っていたため，代数的に
複雑である

•十分な自由度の数値モデルを用いた，理論的見積もり
の検証がない

惑星大気大循環を特徴づける無次
元量の連立代数方程式を導き，
パラメータ依存性や力学的平衡状
態を求め（理論的手法）
数値実験で理論的見積もりを検証
する（数値的手法）

南北温度差を内部変数として扱う
本研究では

本研究の理論的手法 本研究の数値的手法松田の手法 ⌧<
空間自由度に関して



次章以降の内容
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第２章　理想化された大気の基礎方程式系を記述する

第３章　連立代数方程式を導くことで理論モデルを構築し，
　　　　その解からスーパーローテーション強度を見積もる

第４章　力学的平衡状態をもとに解を分類し，そのパラメータ
　　　　依存性を調べる

第５章　水平拡散を弱めたときの解の平衡状態を調べる

第６章　本研究の近似や仮定，結果の応用について議論

第７章　本研究のまとめ



第２章　基礎方程式系
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基礎方程式系の近似や仮定

• プリミティブ運動方程式
- 静力学平衡近似・浅い大気の近似・伝統的な近似

• ブシネスク近似　−　浮力項以外では密度変化を無視する

• 乾燥大気　−　凝結成分を考慮しない
• 地形なし　−　地表面の起伏は考慮しない

• 赤道対称なニュートン加熱・冷却
- ある放射対流平衡温位場からの温位差に比例する加熱・冷却

• 自転軸対称仮定　−　東西方向に一様

• 運動量の強い水平拡散
- 非自転軸対称な擾乱による運動量の南北輸送の効果を水平拡散
の形で取り入れる

15

以下の近似や仮定で理想化された球面上の大気の基礎方程式系を用いる



自転軸対称な乾燥ブシネスク流体プリミティブ方程式系
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u：東西風，v：南北風，w：鉛直風，θ：温位，Φ = p!/ρ0，p!：圧力擾乱，ρ0：基準密度，
φ：緯度，z：高度，a：惑星半径，Ω：自転角速度，g：重力加速度， νH：水平拡散係数，
νV：鉛直拡散係数，κV：鉛直熱拡散係数，θe：ニュートン加熱・冷却の基準温位，
τ：ニュートン加熱・冷却の緩和時定数，DH(u), DH(v)：水平拡散項，Θ0：基準温位

東西：
南北：

静力学平衡式：

熱力学方程式：
連続の式：

水平拡散

水平拡散

ニュートン加熱・冷却
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基礎方程式系は，以下のように書かれる．
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である．従属変数 u，v，wはそれぞれ東西，南北，鉛直方向の風速成分であり，θは温位
である．変数 Φは Φ ≡ p′/ρ0 で定義される．ただし，p′ は圧力擾乱，ρ0 は基準密度 (定
数)である．独立変数 φ，z，tはそれぞれ緯度，高度，時間を表す．定数 aは惑星半径，Ω
は自転角速度，g は重力加速度である．νH と νV はそれぞれ運動量の水平と鉛直の渦拡
散係数であり，κV は鉛直熱拡散係数である．τ はニュートン加熱・冷却の緩和時定数で
あり，Θ0 は基準温位である．水平拡散項 DH(u)，DH(v) は Becker (2001) にしたがっ
て，角運動量を保存する形で定義されている．放射対流平衡温位 θe は，ルジャンドル多
項式の P2(sinφ) = (3 sin2 φ− 1)/2をもとに，

θe ≡ Θ0

[
1−∆H

(
sin2 φ− 1

3

)]
(2.3)

で与えられる．ただし，∆H は θe の極・赤道間温位差の Θ0 に対する割合を表す．また，
θe の全球平均値は Θ0 である．
上端 (z = H)の境界条件は，自由滑り，質量の流出入なし，および断熱である．

∂u

∂z
=

∂v

∂z
= w =

∂θ

∂z
= 0 (上端：z = H) (2.4)

下端 (z = 0)の境界条件は，粘着，質量の流出入なし，および断熱である．

u = v = w =
∂θ

∂z
= 0 (下端：z = 0) (2.5)

keynote:/Users/hiroki/Study/D1/wtk_hakone.key?id=BGSlide-16
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水平拡散項・放射対流平衡温位場
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水平拡散項：
Becker (2001)

放射対流平衡温位場： ΔH：南北温位差/Θ0

written as follows:123
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The variables u, v, and w are, respectively, the zonal, meridional, and vertical components132

of the velocity, � is the potential temperature, and ⇤ ⇥ p�/⌅0, where p� is the dynamic133

pressure and ⌅0 is the constant density. The independent variables ⌃, z, and t are the134

latitude, height, and time, respectively. The constant a is the planetary radius, ⌅ is the135

angular velocity of the planetary rotation, g is the gravitational acceleration, ⇤H and ⇤V are,136

respectively, the horizontal and vertical di⇧usion coe⌃cients of momentum, ⇥V is the vertical137

thermal di⇧usion coe⌃cient, ⇧ is the time constant for Newtonian heating and cooling, and138

⇥0 is a reference potential temperature. The values of ⇤H , ⇤V , ⇥V , and ⇧ are assumed to be139

constant for simplicity. The horizontal di⇧usion terms, DH(u) and DH(v), are defined in the140

form to conserve angular momentum (Becker 2001). The radiative-convective equilibrium141

potential temperature �e is given by142
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⇤
1��H

�
sin2 ⌃� 1

3

⇥⌅
, (8)143

where �H is the fractional change in potential temperature from the equator to the pole,144

and the global mean of �e is ⇥0.145

6

30 第 2章 基礎方程式系

基礎方程式系は，以下のように書かれる．

∂u

∂t
+

v

a

∂u

∂φ
+ w

∂u

∂z
− uv tanφ

a
− 2Ωv sinφ = νHDH(u) + νV

∂2u

∂z2
(2.1a)

∂v

∂t
+

v

a

∂v

∂φ
+ w

∂v

∂z
+

u2 tanφ

a
+ 2Ωu sinφ = −1

a

∂Φ

∂φ
+ νHDH(v) + νV

∂2v

∂z2
(2.1b)

∂Φ

∂z
= g

θ −Θ0

Θ0
(2.1c)

∂θ

∂t
+

v

a

∂θ

∂φ
+ w

∂θ

∂z
= −θ − θe

τ
+ κV

∂2θ

∂z2
(2.1d)

1

a cosφ

∂

∂φ
(v cosφ) +

∂w

∂z
= 0 (2.1e)

ただし，

DH(u) ≡ 1

a2 cosφ

∂

∂φ

(
cosφ

∂u

∂φ

)
− u

a2 cos2 φ
+

2u

a2
(2.2a)

DH(v) ≡ 1

a2 cosφ

∂

∂φ

(
cosφ

∂v

∂φ

)
− v

a2 cos2 φ
+

1

a

[
1

a cosφ

∂

∂φ
(v cosφ)

]
+

2v

a2
(2.2b)

である．従属変数 u，v，wはそれぞれ東西，南北，鉛直方向の風速成分であり，θは温位
である．変数 Φは Φ ≡ p′/ρ0 で定義される．ただし，p′ は圧力擾乱，ρ0 は基準密度 (定
数)である．独立変数 φ，z，tはそれぞれ緯度，高度，時間を表す．定数 aは惑星半径，Ω
は自転角速度，g は重力加速度である．νH と νV はそれぞれ運動量の水平と鉛直の渦拡
散係数であり，κV は鉛直熱拡散係数である．τ はニュートン加熱・冷却の緩和時定数で
あり，Θ0 は基準温位である．水平拡散項 DH(u)，DH(v) は Becker (2001) にしたがっ
て，角運動量を保存する形で定義されている．放射対流平衡温位 θe は，ルジャンドル多
項式の P2(sinφ) = (3 sin2 φ− 1)/2をもとに，

θe ≡ Θ0
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sin2 φ− 1
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で与えられる．ただし，∆H は θe の極・赤道間温位差の Θ0 に対する割合を表す．また，
θe の全球平均値は Θ0 である．
上端 (z = H)の境界条件は，自由滑り，質量の流出入なし，および断熱である．
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=
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= w =
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= 0 (上端：z = H) (2.4)

下端 (z = 0)の境界条件は，粘着，質量の流出入なし，および断熱である．

u = v = w =
∂θ

∂z
= 0 (下端：z = 0) (2.5)
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@u

@t
+

v

a

@u

@�
+ w

@u

@z
� uv tan�

a
� 2⌦v sin� = ⌫HDH(u) + ⌫V

@2u

@z2
, (1)3

@v

@t
+

v

a

@v

@�
+ w

@v

@z
+

u2 tan�

a
+ 2⌦u sin� = �1

a

@�

@�
+ ⌫HDH(v) + ⌫V

@2v

@z2
,

(2)

4

@�

@z
= g

✓ � ⇥0

⇥0
, (3)5

@✓

@t
+

v

a

@✓

@�
+ w

@✓

@z
= �✓ � ✓e

⌧
+ V

@2✓

@z2
, (4)6

1

a cos�

@

@�
(v cos�) +

@w

@z
= 0, (5)7

8

where9

DH(u) ⌘ 1

a2 cos�

@

@�

✓
cos�

@u

@�

◆
� u

a2 cos2 �
+

2u

a2
, (6)10

DH(v) ⌘ 1

a2 cos�

@

@�

✓
cos�

@v

@�

◆
� v

a2 cos2 �
+

1

a

@

@�


1

a cos�

@

@�
(v cos�)

�
+

2v

a2
.

(7)

11

12

The variables u, v, and w are, respectively, the zonal, meridional, and13

vertical components of the velocity, ✓ is the potential temperature, and14

� ⌘ p0/⇢0, where p0 is the dynamic pressure and ⇢0 is the constant density.15

The independent variables �, z, and t are the latitude, height, and time,16

respectively. The constant a is the planetary radius, ⌦ is the angular veloc-17

ity of the planetary rotation, g is the gravitational acceleration, ⌫H and ⌫V18

are, respectively, the horizontal and vertical di↵usion coe�cients of momen-19

9



境界条件
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上端境界条件：自由滑り，質量の流出入なし，断熱
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で与えられる．ただし，∆H は θe の極・赤道間温位差の Θ0 に対する割合を表す．また，
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下端境界条件：粘着，質量の流出入なし，断熱
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側方境界条件：質量・運動量の流出入なし，断熱
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側方境界条件は，赤道 (φ = 0) および極 (φ = z) にて質量の流出入なし，および断熱で
ある．

v =
∂u

∂φ
=

∂w

∂φ
=

∂θ

∂φ
= 0

(
赤道：φ = 0，極：φ =

π

2

)
(2.6)

基礎方程式系 (2.1)–(2.6)は，これまでに様々な惑星大気大循環の研究に用いられてき
た．Matsuda (1980, 1982)は，この方程式系の従属変数を少数のモードに展開すること
で低自由度スペクトルモデルを構築して，金星のスーパーローテーションのパラメータ依
存性を調べている (参照：1.3節)．Held and Hou (1980)は，方程式系 (2.1)–(2.6) から
水平拡散項を取り除き，下端粘着条件を線形摩擦条件に変えた方程式系をもとに，地球の
ハドレー循環の理論モデルを構築している．*1 この理論モデルはヘルド・ホウモデルと呼
ばれている．Williams (2003)は，地表面摩擦や大気安定度，自転角速度などを変えた数
値実験を行い，地球と木星の大気大循環を調べている．

*1 ただし，静力学平衡の式の表記は，Held and Hou (1980) の式 (1) と本研究の式 (2.1a) で異なってい
る．これは，Held and Houでは Φ ≡ [p′ − P (z)]/ρ0 [P (z)は圧力の基本場]と定義されているからで
ある．
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理想化された大気の
基礎方程式系

偏微分方程式系
✓物理量は時空間の関数：u(φ, z, t)
✓無限自由度系

✓代数的に取り扱い易い
✓パラメータ依存性が分かり易い

✓解が容易に求まる

物理量の空間依存性を仮定（後述）
空間積分／大きさの関係式

定常状態を仮定：∂/∂t = 0{
✓低自由度系

惑星大気大循環を特徴づける
４つの無次元量に関する代数方程式系

理論モデル：



3.1 理論モデルの構築
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地表付近の代表的な南北風の強さ VB を
　　　　　用いて表したロスビー数：

9

第 3章

スーパーローテーション強度の理論
的見積もり

本章では第 2章で記述した基礎方程式系 (2.1)–(2.6)をもとに、理論モデルを構築する
ことでスーパーローテーション強度の理論的見積もりを求める。理論モデルは惑星大気大
循環を特徴づける 4 つの無次元スカラー変数を未知数とした連立 4 元代数方程式の形で
表され、その解がスーパーローテーション強度の見積もりとなる。また、理論モデルを解
析することで、ギーラシメカニズムにおける力の釣り合いのパラメータ依存性を調べる。
その後、基礎方程式系 (2.1)–(2.6)を十分な解像度で離散化した数値モデルを用いた数値
実験により、スーパーローテーション強度の理論的見積もりの妥当性を確認する。

3.1 理論モデルの構築
本研究で用いる惑星大気大循環を特徴づける 4つの無次元スカラー変数は

S ≡ U

aΩ
, RvB ≡ VB

aΩ
, RvT ≡ VT

aΩ
, β ≡ ∆Θ

Θ0∆H
, (3.1)

である。ここで、S はスーパーローテーション強度を表し、U は大気上端での東西風の代
表的な強さである。RvB と RvT はそれぞれ、地表付近と大気上端での南北風の代表的な
強さ VB と VT を用いて表されるロスビー数である。そして、β は鉛直平均した極赤道間
温位差 ∆Θの放射対流平衡温位場の極赤道間温位差 Θ0∆H に対する割合である。*1以下、
定常状態 (∂/∂t = 0)の仮定のもとで、東西運動方程式 (2.1a)、熱力学方程式 (2.1d)、南
北運動方程式 (2.1b)から、4つの無次元スカラー変数 (3.1)の関係式を 4つ導いていく。

*1 本研究で β はコリオリパラメータの緯度に対する変化率 (ベータ項)ではないことに注意されたい。

鉛直平均温位の極・赤道温位差 ΔΘ の θe の
極・赤道温位差 Θ0ΔH に対する割合：
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大気上端の代表的な南北風の強さ VT を
　　　　　用いて表したロスビー数：
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実験により、スーパーローテーション強度の理論的見積もりの妥当性を確認する。

3.1 理論モデルの構築
本研究で用いる惑星大気大循環を特徴づける 4つの無次元スカラー変数は

S ≡ U

aΩ
, RvB ≡ VB

aΩ
, RvT ≡ VT

aΩ
, β ≡ ∆Θ

Θ0∆H
, (3.1)

である。ここで、S はスーパーローテーション強度を表し、U は大気上端での東西風の代
表的な強さである。RvB と RvT はそれぞれ、地表付近と大気上端での南北風の代表的な
強さ VB と VT を用いて表されるロスビー数である。そして、β は鉛直平均した極赤道間
温位差 ∆Θの放射対流平衡温位場の極赤道間温位差 Θ0∆H に対する割合である。*1以下、
定常状態 (∂/∂t = 0)の仮定のもとで、東西運動方程式 (2.1a)、熱力学方程式 (2.1d)、南
北運動方程式 (2.1b)から、4つの無次元スカラー変数 (3.1)の関係式を 4つ導いていく。

*1 本研究で β はコリオリパラメータの緯度に対する変化率 (ベータ項)ではないことに注意されたい。

スーパーローテーション強度：

大気上端の東西風の強さ

赤道上の自転速度{
惑星大気大循環を特徴づける
４つの無次元量に関する代数方程式系

理論モデル：
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ただし，U は上端での東西風 u(φ，H)の代表的な強さを表す．
ここで，式 (3.3)を地表付近 z = h ≈ 0において考える．ただし，z = hでは u ≈ 0，

Mr ≈ 0，w ≈ 0だとする．すると，z = hにおける式 (3.3)の左辺は，

[z = hにおける式 (3.3)の左辺] =

∫ π/2

0

(
M

∂w

∂z
+ w

∂M

∂z

)∣∣∣∣
z=h

cosφdφ

≈ a2Ω

∫ π/2

0

∂w

∂z

∣∣∣∣
z=h

cos3 φdφ

= −aΩ

∫ π/2

0

∂

∂φ
[v(φ，h) cosφ] cos2 φdφ (3.9)

となる．3行目への式変形には連続の式 (2.1e)を利用した．ここで，赤道で上昇した大気
が極で下降する 1 つの大きな構造の子午面循環を仮定し，その地表付近の赤道向きの流
れが，

v(φ，h) = −VB sin 2φ (3.10)

で表されるとする．ただし，VB は地表付近の南北風の代表的な強さである．式 (3.10)を
式 (3.9)に代入すれば，

式 (3.9) =
8

15
aΩVB (3.11)

となる．一方，z = hにおける式 (3.3)の右辺は，

[z = hにおける式 (3.3)の右辺] = νV

∫ π/2

0

∂2Mr

∂z2

∣∣∣∣
z=h

cosφdφ

= νV
∂2M0

∂z2

∣∣∣∣
z=h

≈ νV
Uaπ2

2H2
(3.12)

と書ける．よって，式 (3.11)と (3.12)から，次の関係式が得られる．

8

15
aΩVB ≈ νV

Uaπ2

2H2
(3.13)

この関係式は，単位時間あたりの大気・固体惑星間の正味の角運動量の収支がつり合って
いることを表している．右辺は鉛直拡散によって大気が失う角運動量を表しており，左
辺は大気が地面付近を移流されることによって大気が得る角運動量*2を表している．式
(3.13) の両辺を a2Ω2 で割れば，以下の S と RvB の関係式が得られる (16/15 ≈ 1 と
する)．

*2 z = hでは地表面摩擦の影響でどの緯度でも u ≈ 0なので，空気塊は地表付近 z = hを極から赤道まで
流される間に，a2Ω の角運動量を得る．空気塊が極から赤道まで流されるのにかかる時間は a/VB なの
で，単位時間あたりに得る角運動量は a2Ω/(a/VB) = aΩVB となる．

無
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RvB ≈ π2EV S (3.14)# $

ただし，RvB = VB/(aΩ)，S = U/(aΩ)であり，EV ≡ νV /(H2Ω)は鉛直エクマン数で
ある．この関係式 (3.14)は，地表付近の南北風の強さ (RvB)は大気上端の東西風の強さ
(S)に比例することを表している．
次に，大気上端 (z = H)で式 (3.3)を考える．ただし，z = H で東西風と南北風はそ
れぞれ，

u(φ，H) = U cosφ， v(φ，H) = VT sin 2φ (3.15)

で書かれると仮定する．VT は大気上端の南北風の代表的な強さである．式 (3.13)を得た
ときと同様の操作を行えば，以下の関係式が得られる．

− 8

15
(U + aΩ)VT ≈ −νV

Uaπ2

2H2
(3.16)

両辺を a2Ω2 で割って整理すれば，! "
RvT ≈ π2EV

(
S

1 + S

)
(3.17)

# $
となる．ただし，RvT = VT /(aΩ)である．この関係式 (3.17)は，大気上端の南北風の強
さ (RvT )は S $ 1ならば S に比例して増加するが，S % 1ならば π2EV に漸近するこ
とを表している．

3.1.2 熱力学方程式

つづいて， RvB と RvT，β の関係式を導く．定常状態 (∂/∂t = 0)を仮定した熱力学
方程式 (2.1d)は，連続の式 (2.1e)を用いることで，以下のようにフラックス形式で書き
直せる．

1

a cosφ

∂

∂φ
(vθ cosφ) +

∂

∂z
(wθ) = −θ − θe

τ
+ κV

∂2θ

∂z2
(3.18)

式 (3.18)を z = 0から z = H まで鉛直積分して，両辺を H で割ると，

1

aH cosφ

∫ H

0

∂

∂φ
(vθ cosφ)dz = − 1

H

∫ H

0

θ − θe
τ

dz (3.19)

が得られる．ただし，鉛直境界条件 (2.4)と (2.5)を利用している．定常状態の仮定から，
θ の全球平均値は，θe の全球平均値 Θ0 に等しくなければならない．いま，鉛直平均温位
θ̄(φ)の緯度依存性は θe のそれと同様であると仮定する．すなわち，

θ̄(φ) ≡ 1

H

∫ H

0
θ(φ，z)dz ≈ Θ0 −∆Θ

(
sin2 φ− 1

3

)
(3.20)

地
表
付
近

EV：鉛直エクマン数，EH：水平エクマン数，RT：外部熱ロスビー数
⌘ gH�H/(a2⇥2)⌘ �H/(a2�)⌘ �V /(H

2�)

大
気
上
端

無
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ただし，RvB = VB/(aΩ)，S = U/(aΩ)であり，EV ≡ νV /(H2Ω)は鉛直エクマン数で
ある．この関係式 (3.14)は，地表付近の南北風の強さ (RvB)は大気上端の東西風の強さ
(S)に比例することを表している．
次に，大気上端 (z = H)で式 (3.3)を考える．ただし，z = H で東西風と南北風はそ
れぞれ，

u(φ，H) = U cosφ， v(φ，H) = VT sin 2φ (3.15)

で書かれると仮定する．VT は大気上端の南北風の代表的な強さである．式 (3.13)を得た
ときと同様の操作を行えば，以下の関係式が得られる．

− 8

15
(U + aΩ)VT ≈ −νV

Uaπ2

2H2
(3.16)

両辺を a2Ω2 で割って整理すれば，! "
RvT ≈ π2EV

(
S

1 + S

)
(3.17)

# $
となる．ただし，RvT = VT /(aΩ)である．この関係式 (3.17)は，大気上端の南北風の強
さ (RvT )は S $ 1ならば S に比例して増加するが，S % 1ならば π2EV に漸近するこ
とを表している．

3.1.2 熱力学方程式

つづいて， RvB と RvT，β の関係式を導く．定常状態 (∂/∂t = 0)を仮定した熱力学
方程式 (2.1d)は，連続の式 (2.1e)を用いることで，以下のようにフラックス形式で書き
直せる．

1

a cosφ

∂

∂φ
(vθ cosφ) +

∂

∂z
(wθ) = −θ − θe

τ
+ κV

∂2θ

∂z2
(3.18)

式 (3.18)を z = 0から z = H まで鉛直積分して，両辺を H で割ると，

1

aH cosφ

∫ H

0

∂

∂φ
(vθ cosφ)dz = − 1

H

∫ H

0

θ − θe
τ

dz (3.19)

が得られる．ただし，鉛直境界条件 (2.4)と (2.5)を利用している．定常状態の仮定から，
θ の全球平均値は，θe の全球平均値 Θ0 に等しくなければならない．いま，鉛直平均温位
θ̄(φ)の緯度依存性は θe のそれと同様であると仮定する．すなわち，

θ̄(φ) ≡ 1

H

∫ H

0
θ(φ，z)dz ≈ Θ0 −∆Θ

(
sin2 φ− 1

3

)
(3.20)
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RvB ≈ π2EV S (3.14)# $

ただし，RvB = VB/(aΩ)，S = U/(aΩ)であり，EV ≡ νV /(H2Ω)は鉛直エクマン数*4で
ある．この関係式 (3.14)は，地表付近の南北風の強さ (RvB)は大気上端の東西風の強さ
(S)に比例することを表している．
次に，大気上端 (z = H)で式 (3.3)を考える．ただし，z = H で東西風と南北風はそ
れぞれ，

u(φ，H) ≈ 3U

2
cosφ， v(φ，H) ≈ VT sin 2φ (3.15)

で書かれると仮定する．VT は大気上端の南北風の代表的な強さである．式 (3.13)を得た
ときと同様の操作を行えば，以下の関係式が得られる．

− 8

15

(
3

2
U + aΩ

)
VT ≈ −νV

Uaπ2

2H2
(3.16)

両辺を a2Ω2 で割って整理すれば (簡単のため，16/15 ≈ 1，3/2 ≈ 1とする)，! "
RvT ≈ π2EV

(
S

1 + S

)
(3.17)

# $
となる．ただし，RvT = VT /(aΩ)である．この関係式 (3.17)は，大気上端の南北風の強
さ (RvT )は S $ 1ならば S に比例して増加するが，S % 1ならば π2EV に漸近するこ
とを表している．

3.1.2 熱力学方程式

つづいて， RvB と RvT，β の関係式を導く．定常状態 (∂/∂t = 0)を仮定した熱力学
方程式 (2.1d)は，連続の式 (2.1e)を用いることで，以下のようにフラックス形式で書き
直せる．

1

a cosφ

∂

∂φ
(vθ cosφ) +

∂

∂z
(wθ) = −θ − θe

τ
+ κV

∂2θ

∂z2
(3.18)

式 (3.18)を z = 0から z = H まで鉛直積分して，両辺を H で割ると，

1

aH cosφ

∫ H

0

∂

∂φ
(vθ cosφ)dz = − 1

H

∫ H

0

θ − θe
τ

dz (3.19)

が得られる．ただし，鉛直境界条件 (2.4)と (2.5)を利用している．定常状態の仮定から，
θ の全球平均値は，θe の全球平均値 Θ0 に等しくなければならない．いま，鉛直平均温位

*4 自転効果に対する鉛直拡散の強さを表す無次元数．

鉛
直
平
均
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と仮定する．ただし，∆Θは鉛直平均温位の極・赤道間の差である．式 (2.3)と (3.20)を
式 (3.19)に代入すれば，

1

aH cosφ

∫ H

0

∂

∂φ
(vθ cosφ)dz ≈ − (Θ0∆H −∆Θ)

τ

(
sin2 φ− 1

3

)
(3.21)

が得られる．式 (3.21) の左辺は熱の南北移流が大気柱にもたらす正味の加熱・冷却を表
しているので，左辺の代表的な大きさは∆Θと南北風の強さにおおよそ比例している．式
(3.21)の両辺の大きさを考えれば，次の関係式が得られる．

∆Θ(VT + VB)

2a
∼ (Θ0∆H −∆Θ)

τ
(3.22)

ただし，南北風の強さとして (VT + VB)/2を用いている．式 (3.22)の両辺を ∆ΘΩで割
れば，! "

RvT +RvB

2
∼ 1

τΩ

(
1

β
− 1

)
(3.23)

# $
という関係式が得られる．ただし，β = ∆Θ/(Θ0∆H)である．

3.1.3 南北運動方程式

最後に，南北方向の力のつり合いを表す S，RvB，RvT，β の関係式を導く．定常状態
(∂/∂t = 0)のもとで z = H での式 (2.1b)から z = hでの式 (2.1b)を差し引く．

v(H)

a

∂v

∂φ

∣∣∣∣
z=H

− v(h)

a

∂v

∂φ

∣∣∣∣
z=h

+
[u(H)2 − u(h)2] tanφ

a
+ 2Ω[u(H)− u(h)] sinφ

= −1

a

(
∂Φ

∂φ

∣∣∣∣
z=H

− ∂Φ

∂φ

∣∣∣∣
z=h

)
+ νH {DH [v(H)]−DH [v(h)]}

+ νV

(
∂2v

∂z2

∣∣∣∣
z=H

− ∂2v

∂z2

∣∣∣∣
z=h

)

(3.24)

読みやすさのため，ここでは u(φ，z)と v(φ，z)のなかの φは省略している．右辺第 1項
を評価するために，静力学平衡の式 (2.1c)を緯度微分してから，z = 0から z = H まで
鉛直積分したものを考える．

∫ H

0

∂2Φ

∂φ∂z
dz =

g

Θ0

∫ H

0

∂θ

∂φ
dz (3.25)

式 (3.20)を利用すれば，式 (3.25)の積分は，

∂Φ

∂φ

∣∣∣∣
z=H

− ∂Φ

∂φ

∣∣∣∣
z=0

≈ −2gH∆Θ

Θ0
sinφ cosφ (3.26)
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と仮定する．ただし，∆Θは鉛直平均温位の極・赤道間の差である．式 (2.3)と (3.20)を
式 (3.19)に代入すれば，

1

aH cosφ

∫ H

0

∂

∂φ
(vθ cosφ)dz ≈ − (Θ0∆H −∆Θ)

τ

(
sin2 φ− 1

3

)
(3.21)

が得られる．式 (3.21) の左辺は熱の南北移流が大気柱にもたらす正味の加熱・冷却を表
しているので，左辺の代表的な大きさは∆Θと南北風の強さにおおよそ比例している．式
(3.21)の両辺の大きさを考えれば，次の関係式が得られる．

∆Θ(VT + VB)

2a
∼ (Θ0∆H −∆Θ)

τ
(3.22)

ただし，南北風の強さとして (VT + VB)/2を用いている．式 (3.22)の両辺を ∆ΘΩで割
れば，! "

RvT +RvB

2
∼ 1

τΩ

(
1

β
− 1

)
(3.23)

# $
という関係式が得られる．ただし，β = ∆Θ/(Θ0∆H)である．

3.1.3 南北運動方程式

最後に，南北方向の力のつり合いを表す S，RvB，RvT，β の関係式を導く．定常状態
(∂/∂t = 0)のもとで z = H での式 (2.1b)から z = hでの式 (2.1b)を差し引く．

v(H)

a

∂v

∂φ

∣∣∣∣
z=H

− v(h)

a

∂v

∂φ

∣∣∣∣
z=h

+
[u(H)2 − u(h)2] tanφ

a
+ 2Ω[u(H)− u(h)] sinφ

= −1

a

(
∂Φ

∂φ

∣∣∣∣
z=H

− ∂Φ

∂φ

∣∣∣∣
z=h

)
+ νH {DH [v(H)]−DH [v(h)]}

+ νV

(
∂2v

∂z2

∣∣∣∣
z=H

− ∂2v

∂z2

∣∣∣∣
z=h

)

(3.24)

読みやすさのため，ここでは u(φ，z)と v(φ，z)のなかの φは省略している．右辺第 1項
を評価するために，静力学平衡の式 (2.1c)を緯度微分してから，z = 0から z = H まで
鉛直積分したものを考える．

∫ H

0

∂2Φ

∂φ∂z
dz =

g

Θ0

∫ H

0

∂θ

∂φ
dz (3.25)

式 (3.20)を利用すれば，式 (3.25)の積分は，

∂Φ

∂φ

∣∣∣∣
z=H

− ∂Φ

∂φ

∣∣∣∣
z=0

≈ −2gH∆Θ

Θ0
sinφ cosφ (3.26)

無
次
元
化

大
き
さ
の
関
係
式

地表付近

大気上端

38 第 3章 スーパーローテーション強度の理論的見積もり

と計算される．式 (3.26)において ∂Φ/∂φ|z=h ≈ ∂Φ/∂φ|z=0 と近似したものと，u(H) ∼
U，u(h) ∼ 0，v(H) ∼ VT，そして v(h) ∼ VB という大気上端と地表付近での東西風，南
北風の強さを用いれば，式 (3.24)の各項の大きさに関する以下の関係式が得られる．

V 2
T − V 2

B

a
+

U2

a
+ 2ΩU ∼ 2gH∆Θ

aΘ0
− 20

νH(VT + VB)

a2
+O

(
νV

VT + VB

H2

)
(3.27)

ここで，右辺第 2項の係数 −20は，v(φ，H) = VT sin 2φと v(φ，h) = −VB sin 2φ が仮
定されているために出てきた係数である．すなわち，v = sin 2φを式 (2.2b) に代入すれ
ば，DH(v) = −20/a2 が得られるためである．また，v の鉛直構造は与えられていない
ので，鉛直拡散項は正負の符号は考慮せずにオーダーの大きさのみ記している (右辺第 3

項)．関係式 (3.27)の両辺を aΩ2 で割れば，以下の関係式が得られる．

(R2
vT −R2

vB) + S2 + 2S ∼ 2βRT − 20EH(RvT +RvB) +O[EV (RvT +RvB)] (3.28)

ただし，RT ≡ gH∆H/(a2Ω2)は外部熱ロスビー数であり，EH ≡ νH/(a2Ω)は水平エク
マン数である．
ここで，Gierasch (1975)やMatsuda (1980)は，ギーラシメカニズムが働くためには，
水平拡散の緩和時間が子午面循環の循環時間よりも十分に短く，かつ鉛直拡散の緩和時
間よりも十分に短いことが必要である，と主張していたことを思い出してほしい (参照：
1.2.3節，1.3.3節)．この条件を無次元数で表せば，

EH % RvB かつ EH % EV (3.29)

となる．ここで，式 (3.14)と (3.17)より R−1
vB < R−1

vT なので，子午面循環の無次元循環
時間の逆数として RvB を用いている．本研究も条件 (3.29)を前提とする．不等式 (3.29)

の両辺に (RvT +RvB)をかければ，以下の不等式が得られる．

EH(RvT +RvB) % RvB(RvT +RvB) > |R2
vT −R2

vB | (3.30)

かつ
EH(RvT +RvB) % EV (RvT +RvB) (3.31)

不等式 (3.30)は，関係式 (3.28)において，水平拡散項 EH(RvT +RvB)に比べて移流項
(R2

vT −R2
vB)は無視できることを表し，不等式 (3.31)は鉛直拡散項 O[EV (RvT +RvB)]

が無視できることを表している．すなわち，関係式 (3.28)は，! "
S2 + 2S ∼ 2βRT − 20EH(RvT +RvB) (3.32)# $

と近似される．ここで，左辺第 1項はメトリック項，第 2項はコリオリ項である．右辺第
1項は気圧傾度力項を表し，第 2項は水平拡散項を表している．
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と仮定する．ただし，∆Θは鉛直平均温位の極・赤道間の差である．式 (2.3)と (3.20)を
式 (3.19)に代入すれば，

1

aH cosφ

∫ H

0

∂

∂φ
(vθ cosφ)dz ≈ − (Θ0∆H −∆Θ)

τ

(
sin2 φ− 1

3

)
(3.21)

が得られる．式 (3.21) の左辺は熱の南北移流が大気柱にもたらす正味の加熱・冷却を表
しているので，左辺の代表的な大きさは∆Θと南北風の強さにおおよそ比例している．式
(3.21)の両辺の大きさを考えれば，次の関係式が得られる．

∆Θ(VT + VB)

2a
∼ (Θ0∆H −∆Θ)

τ
(3.22)

ただし，南北風の強さとして (VT + VB)/2を用いている．式 (3.22)の両辺を ∆ΘΩで割
れば，! "

RvT +RvB

2
∼ 1

τΩ

(
1

β
− 1

)
(3.23)

# $
という関係式が得られる．ただし，β = ∆Θ/(Θ0∆H)である．

3.1.3 南北運動方程式

最後に，南北方向の力のつり合いを表す S，RvB，RvT，β の関係式を導く．定常状態
(∂/∂t = 0)のもとで z = H での式 (2.1b)から z = hでの式 (2.1b)を差し引く．

v(H)

a

∂v

∂φ

∣∣∣∣
z=H

− v(h)

a

∂v

∂φ

∣∣∣∣
z=h

+
[u(H)2 − u(h)2] tanφ

a
+ 2Ω[u(H)− u(h)] sinφ

= −1

a

(
∂Φ

∂φ

∣∣∣∣
z=H

− ∂Φ

∂φ

∣∣∣∣
z=h

)
+ νH {DH [v(H)]−DH [v(h)]}

+ νV

(
∂2v

∂z2

∣∣∣∣
z=H

− ∂2v

∂z2

∣∣∣∣
z=h

)

(3.24)

読みやすさのため，ここでは u(φ，z)と v(φ，z)のなかの φは省略している．右辺第 1項
を評価するために，静力学平衡の式 (2.1c)を緯度微分してから，z = 0から z = H まで
鉛直積分したものを考える．

∫ H

0

∂2Φ

∂φ∂z
dz =

g

Θ0

∫ H

0

∂θ

∂φ
dz (3.25)

式 (3.20)を利用すれば，式 (3.25)の積分は，

∂Φ

∂φ

∣∣∣∣
z=H

− ∂Φ

∂φ

∣∣∣∣
z=0

≈ −2gH∆Θ

Θ0
sinφ cosφ (3.26)
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S, RvB, RvT, β を未知数とする連立４元代数方程式
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3.1.4 連立 4元代数方程式

いま，4 つの関係式 (3.14)，(3.17)，(3.23)，(3.32) を 1 組の連立代数方程式だと考え
る．すなわち，4つの関係式を，惑星大気大循環の特徴づける無次元量 S，RvB，RvT，β
を 4つ未知数とする，連立 4元代数方程式だとみなす．
理論モデル：連立 4元代数方程式! "

RvB = π2EV S (3.33a)

RvT = π2EV

(
S

1 + S

)
(3.33b)

RvT +RvB

2
=

1

τΩ

(
1

β
− 1

)
(3.33c)

S2 + 2S = 2βRT − 20EH(RvT +RvB) (3.33d)# $
すると，この連立方程式の解は，3.1.1節から 3.1.3節で与えた仮定のもとでの，惑星大気
大循環の特徴を表していると期待される．

3.1.5 S に関する 5次方程式

連立方程式 (3.33)から RvB，RvT，β を消去すると，次の S に関する 5次方程式が得
られる．

S の 5次方程式! "
[
S2 + 2S +BS

(
2 + S

1 + S

)][
AS

2

(
2 + S

1 + S

)
+ 1

]
= 2RT (3.34)

# $
ただし，A ≡ π2τΩEV，B ≡ 20π2EHEV，および RT は，外部パラメータからなる正定
数である．Aは，π2τ(H2/νV )−1 とも書けるので，鉛直拡散の緩和時間 (H2/νV )に対す
る，ニュートン加熱・冷却の緩和時間 (τ)の割合に比例するパラメータである．また，B

は，5[2πΩ−1
√
(a2/νH)−1(H2/νV )−1]2 と書けるので，水平拡散と鉛直拡散の緩和時間

の幾何平均 [
√
(a2/νH)(H2/νV )] に対する，自転周期 (2πΩ−1)の割合の 2乗に比例する

パラメータである．
5次方程式 (3.34)には，A，B，RT の値に関わらず，正の解は 1つだけ存在する (証明
は 3.6.1節を参照)．他の解は，(虚部がゼロではない)複素数解または負の実数解である．
いま，複素数解は物理的に意味をもたない．一方，負の解は，大気が自転と逆の方向に回
転していることを意味する．この場合，式 (3.33a)と (3.33b)から RvB と RvT が負にな
る．すなわち，子午面循環は極で上昇し，赤道で下降する循環になる．さらに，式 (3.33c)
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S の５次方程式

A ⌘ �2⇥⌦EV B ⌘ 20�2EHEV

RvB, RvT, β を消去 外部パラメータ
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ニュートン加熱・冷却の緩和時間
鉛直拡散の緩和時間

自転周期
水平拡散と鉛直拡散の緩和時間の
幾何平均

：外部熱ロスビー数*

A ⌘ ⇥2⇤�EV = ⇥2 ⇤

H2/�V

B ⌘ 20⇥2EHEV = 5

 
2⇥/�p

(a2/�H)(H2/�V )

!2

RT ⌘ gH�H

a2⌦2

正の解：スーパーローテーション強度の理論的見積もり
正の解は必ずひとつだけ存在する
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5次方程式 (3.34)には，A，B，RT の値に関わらず，正の解は 1つだけ存在する (証明
は 3.6.1節を参照)．他の解は，(虚部がゼロではない)複素数解または負の実数解である．
いま，複素数解は物理的に意味をもたない．一方，負の解は，大気が自転と逆の方向に回
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S の５次方程式

*自転効果に対する南北加熱差の大きさを表す無次元数．分子 (gH∆H ) よりも分母 (a2Ω2) の方が惑星ごとの
違いが大きいと考えられるため，自転効果の目安として使われる．RT が大きいほど自転効果が小さい．

３
つ
の
外
部
パ
ラ
メ
ー
タ
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3.2 理論モデルの解析｜３次方程式化
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代数的に解けない

力学的平衡状態？

⇡

C（定数）

1 <

✓
2 + S

1 + S

◆
< 2

parameter dependence of the dominant dynamical balance in the meridional component of316

the momentum equation (2), such as a geostrophic balance and a cyclostrophic balance.317

We approximate the quintic equation (32), which is not analytically solvable, to the318

following cubic equation, which is analytically solvable. By letting (2 + S)/(1 + S) ⇤ C (a319

constant), which is valid because 1 < (2 + S)/(1 + S) < 2 for S > 0, we obtain320

�
S2 + 2S +BCS

⇥⇤ACS

2
+ 1

⌅
⇤ 2RT , (34)321

or322

AC

2
S3 +

⇤
1 + AC +

ABC2

2

⌅
S2 + (2 + BC)S ⇤ 2RT . (35)323

Since A, B, C, and RT are positive constants, Eq. (35) also has only one positive solution.324

Now, let us denote the solution of the quintic equation (32) by St, the solution of the325

cubic equation (35) with C = 1 by SC=1, and that with C = 2 by SC=2. Figure 1 shows the326

dependence on RT of St (solid), SC=1 (dashed), and SC=2 (dotted) for 10�2 ⇥ RT ⇥ 105 with327

A = 1 and B = 10 as an example. Here, Newton’s method is used to obtain the values of St328

and Cardano’s formula is used to obtain the values of SC=1 and SC=2. The figure evidently329

shows the validity of St ⇤ SC=1 for St ⇧ 1 and St ⇤ SC=2 for St ⌅ 1.330

Since the solution obtained by Cardano’s formula is too complicated for analytical treat-331

ment, we consider some cases of dominant balances of Eq. (35). That is, we consider the332

situations that one of the three terms on the lhs of Eq. (35) is much larger than the others333

and nearly equal to 2RT .2 By assuming these three situations separately, we obtain three334

simpler expressions of the solution (Si; i = 1, 2, and 3) as follows:335

S1 �
2RT

2 + BC
, S2 �

⇧
2RT

1 + AC + 0.5ABC2
, and S3 �

⇤
4RT

AC

⌅ 1
3

. (36)336

For the assumed situations to be valid, the other two terms evaluated by using Si must be337

much less than 2RT . Conversely, St can be approximated by Si when the other two terms338

2Every term on the lhs of Eq. (35) is positive because A, B, and C are positive and we have focused on

the positive solution (S > 0). Therefore, there is no dominant balance of Eq. (35) without the rhs.
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and Cardano’s formula is used to obtain the values of SC=1 and SC=2. The figure evidently329

shows the validity of St ⇤ SC=1 for St ⇧ 1 and St ⇤ SC=2 for St ⌅ 1.330

Since the solution obtained by Cardano’s formula is too complicated for analytical treat-331

ment, we consider some cases of dominant balances of Eq. (35). That is, we consider the332

situations that one of the three terms on the lhs of Eq. (35) is much larger than the others333

and nearly equal to 2RT .2 By assuming these three situations separately, we obtain three334

simpler expressions of the solution (Si; i = 1, 2, and 3) as follows:335

S1 �
2RT

2 + BC
, S2 �

⇧
2RT

1 + AC + 0.5ABC2
, and S3 �

⇤
4RT

AC

⌅ 1
3

. (36)336

For the assumed situations to be valid, the other two terms evaluated by using Si must be337

much less than 2RT . Conversely, St can be approximated by Si when the other two terms338

2Every term on the lhs of Eq. (35) is positive because A, B, and C are positive and we have focused on

the positive solution (S > 0). Therefore, there is no dominant balance of Eq. (35) without the rhs.

14

代数的に解ける！
（カルダノ公式）
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図 3.1 5次方程式 (3.34)の正の解 (St，実線)，C = 1としたときの 3次方程式 (3.38)

の正の解 (SC=1，破線)，C = 2としたときの 3次方程式 (3.38)の正の解 (SC=2，点
線)の RT (横軸)依存性．他のパラメータは A = 1，B = 10である．St はニュートン
法で数値的に求め，SC=1 と SC=2 はカルダノの公式で代数的に求めている．水平な線
は S = 1を示す．

評価した他の 2項が 2RT よりも十分に小さい場合に，近似解 Si が妥当だと言える．すな
わち，

St ≈






S1 (RT " RT1)
S2 (RT1 " RT " RT2)
S3 (RT2 " RT )

(3.40a)

ただし，

RT1 ≡ (2 +BC)2

2(1 +AC + 0.5ABC2)
， RT2 ≡ 2(1 +AC + 0.5ABC2)3

A2C2
(3.40b)

である [式 (3.40)の導出は 3.6.2節を参照]．
上の近似解 (3.39)，(3.40) は，カルダノの公式で得られる解析解よりも簡単な式であ
る．また，St の RT 依存性が，RT が増加するにつれて St ∝ RT から St ∝

√
RT へ，そ

して St ∝ R1/3
T へと変化することを示している．しかし，式 (3.39)，(3.40)は解の力学的

５次方程式の解

３次方程式の解



S の３次方程式
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⇥⇤ACS

2
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⌅
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⇤
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2
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Since A, B, C, and RT are positive constants, Eq. (35) also has only one positive solution.324

Now, let us denote the solution of the quintic equation (32) by St, the solution of the325

cubic equation (35) with C = 1 by SC=1, and that with C = 2 by SC=2. Figure 1 shows the326

dependence on RT of St (solid), SC=1 (dashed), and SC=2 (dotted) for 10�2 ⇥ RT ⇥ 105 with327

A = 1 and B = 10 as an example. Here, Newton’s method is used to obtain the values of St328

and Cardano’s formula is used to obtain the values of SC=1 and SC=2. The figure evidently329

shows the validity of St ⇤ SC=1 for St ⇧ 1 and St ⇤ SC=2 for St ⌅ 1.330

Since the solution obtained by Cardano’s formula is too complicated for analytical treat-331

ment, we consider some cases of dominant balances of Eq. (35). That is, we consider the332

situations that one of the three terms on the lhs of Eq. (35) is much larger than the others333

and nearly equal to 2RT .2 By assuming these three situations separately, we obtain three334

simpler expressions of the solution (Si; i = 1, 2, and 3) as follows:335

S1 �
2RT

2 + BC
, S2 �

⇧
2RT

1 + AC + 0.5ABC2
, and S3 �

⇤
4RT

AC

⌅ 1
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. (36)336

For the assumed situations to be valid, the other two terms evaluated by using Si must be337

much less than 2RT . Conversely, St can be approximated by Si when the other two terms338

2Every term on the lhs of Eq. (35) is positive because A, B, and C are positive and we have focused on

the positive solution (S > 0). Therefore, there is no dominant balance of Eq. (35) without the rhs.
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3.2 理論モデルの解析｜さらなる簡単化
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どれかが卓越して、

3.2 理論モデルの解析 17

となる。A, B, C, RT はすべて正定数なので、3次方程式 (3.36)にも正の解は 1つだけ
存在する。
いま、5次方程式 (3.32)の正の解を St で表し, C = 1としたときの 3次方程式の正の
解を SC=1、C = 2としたときの解を SC=2 で表す。図 3.1に A = 1、B = 10のときの
St(実線)、SC=1(破線), SC=2(点線)の RT 依存性を示す。ここで、St はニュートン法で
数値的に求め、SC=1 と SC=2 はカルダノの公式*4 で解析的に求めている。図 3.1の水平
線は S = 1を示しており、S ! 1ならば St ≈ SC=1、S # 1ならば St ≈ SC=2 である。

3.2.2 さらなる簡単化

カルダノの公式*4で得られる解析解は式が複雑すぎるため、解のパラメータ依存性を解
析的に見いだすことは困難である。そこで、3 次方程式 (3.36) の左辺 3 項のうちひとつ
が卓越し、右辺 (2RT ) と釣り合う場合に妥当な近似解を求める。すなわち、3 次方程式
(3.36)の左辺第 i項が卓越すると仮定し、

式 (3.36)の左辺第 i項 ≈ 2RT ,

を i = 1, 2, 3に対してそれぞれ計算し、S について解いて得られる近似解 Si を求める。
すると、以下の近似解が得られる。

S1 ≡ 2RT

2 +BC
, S2 ≡

√
2RT

1 +AC + 0.5ABC2
, S3 ≡

(
4RT

AC

) 1
3

. (3.37)

ただし、第 i項が他の 2項よりも卓越するとした仮定が妥当であるためには、Si を S に
代入して評価した他の 2項が 2RT よりも十分に小さくなくてはならない。逆に、Si で評
価した他の 2 項が 2RT よりも十分に小さい場合に、近似解 Si が妥当だと言える。すな
わち、

St ≈






S1 (RT # RT1)
S2 (RT1 # RT # RT2),
S3 (RT2 # RT )

(3.38a)

*4 カルダノ (Cardano)の公式 (岩波数学辞典)。ax3 + bx2 + cx+ d = 0 (a != 0)の解は

x = m
1
3 + n

1
3 ; ωm

1
3 + ω2n

1
3 ; ω2m

1
3 + ωn

1
3 .

ただし、ω は 1の立方根 ω = e2πi/3 = (−1 +
√
3i)/2で、

m ≡
−q +

√
q2 + 4p3

2
, n ≡

−q −
√

q2 + 4p3

2
,

p ≡
3ac− b2

9a2
, q ≡

2b3 − 9abc+ 27a2d

27a3

である。
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S
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SC=1

SC=2

図 3.1 5次方程式 (3.32)の正の解 (St; 実線)、C = 1としたときの 3次方程式 (3.36)

の正の解 (SC=1; 破線)、C = 2 としたときの 3 次方程式 (3.36) の正の解 (SC=2; 点
線)の RT (横軸)依存性。他のパラメータは A = 1, B = 10である。St はニュートン
法で数値的に求め、SC=1 と SC=2 はカルダノの公式で解析的に求めている。水平な線
は S = 1を示す。

ただし、

RT1 ≡ (2 +BC)2

2(1 +AC + 0.5ABC2)
, RT2 ≡ 2(1 +AC + 0.5ABC2)3

A2C2
. (3.38b)

である。[式 (3.38)の導出は 3.5.2節を参照]

上の近似解 (3.37), (3.38) は、カルダノの公式で得られる解析解よりも簡単な式であ
り、St の RT 依存性が RT が増加するにつれて St ∝ RT から St ∝

√
RT へ、そして

St ∝ R1/3
T へと変化することを示している。しかし、式 (3.37), (3.38)は解の力学的平衡

状態を調べるには依然複雑すぎる。
そこで、今度は A, B, AB と 1の大小関係が顕著な場合を考えることで、S1, S2, RT1,

RT2 の近似式を求める。まず、S1 の分母と RT1 の分子はそれぞれ、(2 + BC)とその 2

2RT とつり合う
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図 3.1 5次方程式 (3.34)の正の解 (St，実線)，C = 1としたときの 3次方程式 (3.38)

の正の解 (SC=1，破線)，C = 2としたときの 3次方程式 (3.38)の正の解 (SC=2，点
線)の RT (横軸)依存性．他のパラメータは A = 1，B = 10である．St はニュートン
法で数値的に求め，SC=1 と SC=2 はカルダノの公式で代数的に求めている．水平な線
は S = 1を示す．

評価した他の 2項が 2RT よりも十分に小さい場合に，近似解 Si が妥当だと言える．すな
わち，

St ≈






S1 (RT " RT1)
S2 (RT1 " RT " RT2)
S3 (RT2 " RT )

(3.40a)

ただし，

RT1 ≡ (2 +BC)2

2(1 +AC + 0.5ABC2)
， RT2 ≡ 2(1 +AC + 0.5ABC2)3

A2C2
(3.40b)

である [式 (3.40)の導出は 3.6.2節を参照]．
上の近似解 (3.39)，(3.40) は，カルダノの公式で得られる解析解よりも簡単な式であ
る．また，St の RT 依存性が，RT が増加するにつれて St ∝ RT から St ∝

√
RT へ，そ

して St ∝ R1/3
T へと変化することを示している．しかし，式 (3.39)，(3.40)は解の力学的

カルダノの公式

3.5.15 このとき、RvB , RvT > 0, 0 < β < 1であり、熱力学的にニュートン加熱冷却と直接循

環による熱の移流が釣り合っている。

3.6 方程式 (38)は S の 5次方程式であり、代数学的に解くことは一般には不可能とされている。

3.6.1 そこで、1 < (2 + S)/(1 + S) < 2なので、方程式 (38)は (2 + S)/(1 + S) ≈ C(定数)

と近似することで、以下のように、3次方程式に近似される。

A

2
S3 +

(
1 + AC +

ABC2

2

)
S2 + (2 + BC)S = 2RT (39)

3.6.2 定義より A,B,C, RT は正の定数であり、3次方程式 (39)も元の 5次方程式 (38)と同

様に、正の実数解をひとつだけ持つ。

3.6.3 Figure 1 は A = 1, B = 10, EV = 10−3, 10−2 ≤ RT ≤ 105 のときの、ニュートン

法を用いて求めた 5 次方程式 (38) の解 St(solid curve) と、カルダノの公式を用いて

解析的に求めた 3 次方程式 (39) の解 SC=1with C = 1(dashed curve) andSC=2with

C = 2(dotted curve)を示している。

3.6.4 すなわち S # 1ならば St ≈ SC=2, S $ 1ならば St ≈ SC=1 であり、3次方程式 (39)

の解は、5次方程式 (38)の近似解として十分に妥当だといえる。

カルダノの公式による 3次方程式の正の実解 [岩波数学辞典 第３版]

ax3 + bx2 + cx + d = 0

(a %= 0)のとき、この 3次方程式の正の実数解は

x =
[
1
2

(
−n +

√
n2 + 4m3

)] 1
3

+
[
1
2

(
−n −

√
n2 + 4m3

)] 1
3

− b

3a

ただし、

m =
3ac − b2

9a2

n =
2b3 − 9abc + 37a2d

27a3

3.7 Figure 1 で示したように 5次方程式の正の解 St の RT 依存性は 3次方程式 (39)の正の解

SC で十分近似出来るので、解の力学的バランスのパラメータ依存性を探るために 3次方程

式 (39)について、詳しく解析する。

17

ただし、(p, q) = (1, 1), (ω, ω2), (ω2, ω)
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図 3.1 5次方程式 (3.32)の正の解 (St; 実線)、C = 1としたときの 3次方程式 (3.36)

の正の解 (SC=1; 破線)、C = 2 としたときの 3 次方程式 (3.36) の正の解 (SC=2; 点
線)の RT (横軸)依存性。他のパラメータは A = 1, B = 10である。St はニュートン
法で数値的に求め、SC=1 と SC=2 はカルダノの公式で解析的に求めている。水平な線
は S = 1を示す。

ただし、

RT1 ≡ (2 +BC)2

2(1 +AC + 0.5ABC2)
, RT2 ≡ 2(1 +AC + 0.5ABC2)3

A2C2
. (3.38b)

である。[式 (3.38)の導出は 3.5.2節を参照]

上の近似解 (3.37), (3.38) は、カルダノの公式で得られる解析解よりも簡単な式であ
り、St の RT 依存性が RT が増加するにつれて St ∝ RT から St ∝

√
RT へ、そして

St ∝ R1/3
T へと変化することを示している。しかし、式 (3.37), (3.38)は解の力学的平衡

状態を調べるには依然複雑すぎる。
そこで、今度は A, B, AB と 1の大小関係が顕著な場合を考えることで、S1, S2, RT1,

RT2 の近似式を求める。まず、S1 の分母と RT1 の分子はそれぞれ、(2 + BC)とその 2

28

3.2 理論モデルの解析 17

となる。A, B, C, RT はすべて正定数なので、3次方程式 (3.36)にも正の解は 1つだけ
存在する。
いま、5次方程式 (3.32)の正の解を St で表し, C = 1としたときの 3次方程式の正の
解を SC=1、C = 2としたときの解を SC=2 で表す。図 3.1に A = 1、B = 10のときの
St(実線)、SC=1(破線), SC=2(点線)の RT 依存性を示す。ここで、St はニュートン法で
数値的に求め、SC=1 と SC=2 はカルダノの公式*4 で解析的に求めている。図 3.1の水平
線は S = 1を示しており、S ! 1ならば St ≈ SC=1、S # 1ならば St ≈ SC=2 である。

3.2.2 さらなる簡単化

カルダノの公式*4で得られる解析解は式が複雑すぎるため、解のパラメータ依存性を解
析的に見いだすことは困難である。そこで、3 次方程式 (3.36) の左辺 3 項のうちひとつ
が卓越し、右辺 (2RT ) と釣り合う場合に妥当な近似解を求める。すなわち、3 次方程式
(3.36)の左辺第 i項が卓越すると仮定し、

式 (3.36)の左辺第 i項 ≈ 2RT ,

を i = 1, 2, 3に対してそれぞれ計算し、S について解いて得られる近似解 Si を求める。
すると、以下の近似解が得られる。

S1 ≡ 2RT

2 +BC
, S2 ≡

√
2RT

1 +AC + 0.5ABC2
, S3 ≡

(
4RT

AC

) 1
3

. (3.37)

ただし、第 i項が他の 2項よりも卓越するとした仮定が妥当であるためには、Si を S に
代入して評価した他の 2項が 2RT よりも十分に小さくなくてはならない。逆に、Si で評
価した他の 2 項が 2RT よりも十分に小さい場合に、近似解 Si が妥当だと言える。すな
わち、

St ≈






S1 (RT # RT1)
S2 (RT1 # RT # RT2),
S3 (RT2 # RT )

(3.38a)

*4 カルダノ (Cardano)の公式 (岩波数学辞典)。ax3 + bx2 + cx+ d = 0 (a != 0)の解は

x = m
1
3 + n

1
3 ; ωm

1
3 + ω2n

1
3 ; ω2m

1
3 + ωn

1
3 .

ただし、ω は 1の立方根 ω = e2πi/3 = (−1 +
√
3i)/2で、

m ≡
−q +

√
q2 + 4p3

2
, n ≡

−q −
√

q2 + 4p3

2
,

p ≡
3ac− b2

9a2
, q ≡

2b3 − 9abc+ 27a2d

27a3

である。
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S1 S2 S3 RT1 RT2

(a)
B ≪ 1

A ≪ 1 2

(b)
B ≪ 1

A ≫ 1 2AC

(c)
B ≫ 1

AB ≪ 1

(d)
B ≫ 1

AB ≪ 1

29

６種類の近似式

６種類の力学的平衡状態?

RT

2RT
BC

✓
4RT

AC

◆ 1
3

p
2RTq
2RT
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q
2RT
ABC2

p
2RT

2
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B2C2

2

B
A

2
A2C2

2
A2C2

AB3C4
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3.2 理論モデルの解析｜力学的平衡状態
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３次方程式は…
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このように、β と S との関係式には Aのみで記述できるため、β が陽に依存するパラメー
タは S と同じく A, B, RT のみである。

3.2 理論モデルの解析
前節で、ギーラシメカニズムにもとづくスーパーローテーションの理論モデルとして、

S に関する 5次方程式 (3.32)を導いた。その解はニュートン法などの数値解法により簡
単に求めることができる。しかし、5次以上の方程式は一般に代数的に解けない (岩波数
学辞典)。そこで、本節では 5次方程式 (3.32)を 3次方程式に近似することで、解析解を
求める。その後、外部パラメータ Aや B などの大小関係が顕著な場合に妥当な近似解と、
そのときの南北方向の力学平衡*3を求める。

3.2.1 3次方程式化
本研究では S > 0なので、以下の不等式が成り立つ。

1 <

(
2 + S

1 + S

)
< 2. (3.34)

そこで、(2 + S)/(1 + S)を定数 C で近似する。すると、5次方程式 (3.32)は以下の 3次
方程式に近似される。

(
S2 + 2S + BCS

)(
ACS

2
+ 1

)
≈ 2RT , (3.35)

展開して整理すると,

AC

2
S3 +

(
1 + AC +

ABC2

2

)
S2 + (2 + BC)S ≈ 2RT . (3.36)

となる。A, B, C, RT はすべて正定数なので、3次方程式 (3.36)にも正の解は 1つだけ
存在する。
いま、5次方程式 (3.32)の正の解を St で表し, C = 1としたときの 3次方程式の正の
解を SC=1、C = 2としたときの解を SC=2 で表す。図 3.1に A = 1、B = 10のときの
St(実線)、SC=1(破線), SC=2(点線)の RT 依存性を示す。ここで、St はニュートン法で
数値的に求め、SC=1 と SC=2 はカルダノの公式*4 で解析的に求めている。図 3.1の水平
線は S = 1を示しており、S " 1ならば St ≈ SC=1、S # 1ならば St ≈ SC=2 である。

*3 南北方向の力の釣り合いの状態。地衡風平衡や旋衡風平衡など。
*4 カルダノ (Cardano)の公式 (岩波数学辞典)。ax3 + bx2 + cx + d = 0 (a != 0)の解は

x = m
1
3 + n

1
3 ; ωm

1
3 + ω2n

1
3 ; ω2m

1
3 + ωn

1
3 .

メトリック項 コリオリ項 気圧傾度力項水平拡散項
左辺の３項のどれかが卓越し、気圧傾度力項とつり合う場合は…

{(S, B, 1) の
大小関係で

S � 1, S � B
(S が最大)

→ メ vs 圧 ：旋衡風平衡 [C]

S � 1, B � 1
(1 が最大)

→ コ vs 圧 ：地衡風平衡 [G]

B � S, B � 1
(B が最大)

→ 拡 vs 圧 ：水平拡散平衡 [H]

南北運動方程式の形

S2 + 2S +BCS ⇡ 2RT�

ACS

2
+ 1 =

1

�

=

1/�
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結局、力学的平衡状態の種類は
[C, G, H] × [1, 0] の６種類

max[S, B, 1] =

�
�

�

S
1
B
× AS

⇢
⌧ 1
� 1

S2 + 2S +BCS ⇡ 2RT� =

✓
ACS

2
+ 1

◆�1

=
�⇥

⇥0�H

3.2 理論モデルの解析｜力学的平衡状態

{ ・・・[1]
熱の移流が無視できる

AS ⌧ 1 �⇥ ⇡ ⇥0�H� ⇡ 1

・・・[0]
熱の移流が無視できない

AS � 1 �⇥ ⌧ ⇥0�H� ⌧ 1



S1 S(RT1) S2 S(RT2) S3

(a)
B ≪ 1

A ≪ 1 2 2/A
(b)

B ≪ 1
A ≫ 1 1/A 2

(c)
B ≫ 1

AB ≪ 1 B 2/A
(d)

B ≫ 1
AB ≪ 1 1/A B

RT

2RT
BC

✓
4RT

AC

◆ 1
3

p
2RTq
2RT
AC

q
2RT
ABC2

p
2RT
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G1

H1

地衡風平衡：G
旋衡風平衡：C

水平拡散平衡：H}× }1：熱の移流が無視できる0：熱の移流が無視できない

C1

C1
G0

H0

C0

RTRT1 RT2

max(S, 1, B)= }S1B S ⌧ 1/A

S � 1/A

3.2 理論モデルの解析｜力学的平衡状態
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(a) (b)

(c) (d)

G1
G1

C1

C1

H1

H1

C0

C0

C0

C0

H0

G0

B � 1, A� 1 B � 1, A� 1

B � 1, AB � 1 B � 1, AB � 1

RT

S

RT

S

RT

S

RT

S

RT1 RT2

1

A

RT1

RT2

RT1 RT2

RT1

RT2

2

2

A

2

B

B

2

A

1

A

図 3.2 5次方程式 (3.34)の正の解 (実線)と表 3.1で与えられる簡単な近似式 (破線)

の RT (横軸)依存性．ただし，(a) A = 10−2，B = 10−2，(b) A = 102，B = 10−2，
(c) A = 10−3，B = 102，(d) A = 102，B = 10 である．各パネルの 2 本の垂直線
はそれぞれ RT1 (左)と RT2 (右)の位置を示す．2本の水平線の左側に S1(RT1) (下)

と S2(RT2) (上)の値を示す．記号 C1，C0，G1，G0，H1，H0は力学的平衡状態の
種類を示す．

3.2 理論モデルの解析｜力学的平衡状態
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RT

S

C0

G1

C1

S1

S2

S3

St

(a) A = 10-2, B = 10-2

（５次方程式の解）
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(a) (b)

(c) (d)

G1
G1

C1

C1

H1

H1

C0

C0

C0

C0

H0

G0

B � 1, A� 1 B � 1, A� 1

B � 1, AB � 1 B � 1, AB � 1

RT

S

RT

S

RT

S

RT

S

RT1 RT2

1

A

RT1

RT2

RT1 RT2

RT1

RT2

2

2

A

2

B

B

2

A

1

A

図 3.2 5次方程式 (3.34)の正の解 (実線)と表 3.1で与えられる簡単な近似式 (破線)

の RT (横軸)依存性．ただし，(a) A = 10−2，B = 10−2，(b) A = 102，B = 10−2，
(c) A = 10−3，B = 102，(d) A = 102，B = 10 である．各パネルの 2 本の垂直線
はそれぞれ RT1 (左)と RT2 (右)の位置を示す．2本の水平線の左側に S1(RT1) (下)

と S2(RT2) (上)の値を示す．記号 C1，C0，G1，G0，H1，H0は力学的平衡状態の
種類を示す．

(a) A = 10-2, B = 10-2, (b) A = 102, B = 10-2, (c) A = 10-3, B = 102, (d) A = 102, B = 10

RTRT

RT RT

S S

SS

3.2 理論モデルの解析｜力学的平衡状態
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基礎方程式系
東西運動方程式 熱力学方程式 南北運動方程式where RT ≡ gH∆H/(a2Ω2) is the external thermal Rossby number and EH ≡ νV /(a2Ω) is

the horizontal Ekman number. The first term of the left-hand side on (34) is the metric

term and the second is the Coriolis term; whereas the first term of the right-hand side is the

term of potential temperature difference and the second is the horizontal diffusion term.

Now, let us regard (21), (23), (29), and (34) as a set of algebraic equations, that is,

simultaneous equations whose unknowns are S, RvB, Rv, and β. Eliminating RvB, Rv, and

β from the equations, we obtain

{
S2 + 2S + BS

(
2 + S

1 + S

)}{
AS

2

(
2 + S

1 + S

)
+ 1

}
= 2RT , (35)

where A ≡ εE∗
V and B ≡ 20EHE∗

V are positive constats.

This quintic equation has only one positive solution (see Appendix for the demonstration),

which is physically valid. The other solutions are complex or negative. Complex solutions

have no physical meaning in this context. Negative solutions mean that the zonal wind

rotates retrograde. According to (21) and (23), in that case, RvB and RvT must be negative;

this means that meridional circulation must be indirect cell. Thus, β must be β > 1 or β < 0

according to (29). When β > 1, the indirect circulation makes the atmosphere statically

unstable in the mid-latitudes; because a hot air will be advected poleward near the surface

and a cold air will be advected equatorward near the top. When β < 0, the atmosphere in

the low-latitudes will be keep heating by both Newtonian heating and thermal advection,

and the atmosphere in the high-latitudes will be keep cooling. In both cases, the atmosphere

will not achieve a steady state, which we assumed at the beginning of this section. Therefore,

negative solutions are not physically valid.

b. A further simplification of the equations

In this subsection, we simplify the quintic equation (35) to a cubic equation, which can

be solved analytically. Then, we present a simpler expression of the solution depending on

the parameters and the parametric dependence of the dominant dynamical balance in the

12

RvB, RvT, β を消去
5次方程式

�
2 + S

1 + S

�
= C 定数

meridional direction, such as the geostrophic balance.

We can approximate the quintic equation (35), which is not analytically solvable, to

the following cubic equation, which is analytically sovable, by letting (2 + S)/(1 + S) ≈ C

(constant):

A

2
S3 +

(
1 + AC +

ABC2

2

)
S2 + (2 + BC)S = 2RT . (36)

This approximation is valid because 1 < (2 + S)/(1 + S) < 2. Since A, B, C, and RT are

positive constants, the cubic equation (36) also has only one positive solution. Now, let us

denote the solution of the quintic equation (35) by St, the solution of the cubic equation

(36) with C = 1 by SC=1, and that with C = 2 by SC=2. Figure 1 shows the parametric

dependence on RT of St (solid curve), SC=1 (dashed curve), and SC=2 (dotted curve) for

10−2 ≤ RT ≤ 105 with A = 1, B = 10, and EV = 10−3. Here, the Newton’s method is used

to obtain the values of St and the Cardano’s formula is used to obtain the values of SC=1

and SC=2. The figure evidently shows that St ≈ SC=1 for St > 1 and St ≈ SC=2 for St < 1

is valid.

Since the form of the analytical solution obtained by the Cardano’s formula is too com-

plicated for analytical treatment, we consider the dominant balance of (36) to obtain a more

approximated but simpler expression of the solution. By assuming each term of the three

on the left hand side of (36) is equal to 2RT (i.e., assuming the other terms are negligible),

we obtain three simpler expressions (Si; i = 1, 2, 3) as follows:

S1 ≡
2RT

2 + BC
, S2 ≡

√
2RT

1 + AC + 0.5ABC2
, S3 ≡

(
4RT

AC

) 1
3

. (37)

For the assumption to be valid, the the other terms (that is assumed to be negligible)

evaluated by using Si must be less than 2RT . Conversely, S can be approximated by Si when

the other term evaluated by using Si are less than 2RT . Therefore, S can be approximated

13

3次方程式

カルダノ公式で代数的に解ける

as follows:

S ≈






S1 for RT ≤ RT1

S2 for RT1 < RT ≤ RT2,

S3 for RT2 < RT

(38)

where

RT1 ≡
(2 + BC)2

2(1 + AC + 0.5ABC2)
, RT2 ≡

2(1 + AC + 0.5ABC2)3

A2C2
. (39)

The above formulation clarifies the dominant dependence of S on RT , A, B, and C; however

the dominant dynamical balance remains unclear.

There are six types of possible dynamical balance, which become apparent in (36) rewrit-

ten in the form of the meridional momentum equation:

S2
︸︷︷︸

I

+ 2S︸︷︷︸
II

+ BCS︸ ︷︷ ︸
III

= 2RT β︸ ︷︷ ︸
IV

, (40)

where β = 1/(0.5ACS + 1). The term I represents the centrifugal force, II the Coriolis

force, III the horizontal diffusion acting on the meridional flow, and IV the pressure gradient

force. When 0.5ACS $ 1, β can be approximated by unity; therefore, the pressure gradient

force depends (almost) only on RT . When 0.5ACS % 1 in contrast, β is much less than

unity; therefor, the pressure gradient force depends on both RT and β. In addition, when

B % 1, the horizontal diffusion term becomes much greater than the Coriolis force term.

Considering the circumstances mentioned above, we classify the dynamical balance in (40)

into the following six types:

C1. The terms I and IV are dominant (i.e., centrifugal balance) with β ≈ 1, so that

S ≈
√

2RT .

C2. The terms I and IV are dominant with β ≈ 2/(ACS), so that S ≈ 3
√

4RT /(AC).

G1. The terms II and IV are dominant (i.e., geostrophic balance) with β ≈ 1, so that

S ≈ RT .
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近似解

6種類の力学的平衡状態

地衡風平衡 [G]
旋衡風平衡 [C]

水平拡散平衡 [H]} {� 熱移流が無視可能 [1]
熱移流が支配的 [0]

理論
的見
積も
り

数値解
どれくらい合ってる？

4つの場合の近似式

3.2 理論モデルの解析 19

表 3.1 近似解 (3.37), (3.38) のより簡単な近似式と力学的平衡状態 (四角括弧内の記
号)。いま、A = π2τΩEV、 B = 20π2EHEV であり、S > 1 ならば C = 1を S ≤ 1

ならば C = 2とする.

B A (AB) S1 S2 S3 RT1 RT2

(a)
B ! 1

A ! 1
RT [G1]

√
2RT [C1]

(
4RT

AC

) 1
3

[C0]

2
2

A2C2

(b) A " 1
√

2RT

AC
[G0]

2
AC

2AC

(c)
B " 1

AB ! 1 2RT

BC
[H1]

√
2RT [C1]

B2C2

2
2

A2C2

(d) AB " 1
√

4RT

ABC2
[H0]

B

A

AB3C4

4

の近似が成り立つ。以上より、次の 4通りの場合

B ! 1,

{
A ! 1 · · · (a)
A " 1 · · · (b)

B " 1,

{
AB ! 1 · · · (c)
AB " 1 · · · (d)

,

には S1, S2, RT1, RT2 は表 3.1 に示す式で近似できる。四角括弧内に記した記号 (C1,
C0, G1, G0, H1, H0)は次小節で述べる、力学的平衡状態の種類を表す。
図 3.2は (a) A = 10−2, B = 10−2, (b) A = 102, B = 10−2, (c) A = 10−3, B = 102,

(d) A = 102, B = 10の各場合の、5次方程式 (3.32)の正の解 St(実線)と表 3.1で与え
られる Si の簡単な近似式 (破線)の、RT に対する依存性を示している。ここで、Si > 1
のときは C = 1 とし、Si ≤ 1 のときは C = 2 としている。また、近似式から得られる
S1(RT1)と S2(RT2)の値も示されている。St(実線)の RT 依存性は、近似解 (3.37)が示
すように RT が増加するにつれて、St ∝ RT から St ∝

√
RT へ、そして St ∝ R1/3

T へと
変化している。さらに、表 3.1で与えられる簡単な近似式 (破線)は RT = RT1, RT2 の
近くを除けば、St のよい近似になっている。

3.2.3 南北方向の力学平衡
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変化している。さらに、表 3.1で与えられる簡単な近似式 (破線)は RT = RT1, RT2 の
近くを除けば、St のよい近似になっている。

3.2.3 南北方向の力学平衡

簡単化
連立4元代数方程式

3.1 理論モデルの構築 15

β を 4つ未知数とする、連立 4元方程式だとみなす。

RvB = π2EV S, (3.31a)

RvT = π2EV

(
S

1 + S

)
, (3.31b)

RvT + RvB

2
=

1
τΩ

(
1
β
− 1

)
, (3.31c)

S2 + 2S = 2βRT − 20EH(RvT + RvB). (3.31d)

すると、この連立方程式の解は第 3.1.1節から第 3.1.3節のなかで与えた仮定のもとでの
惑星大気大循環の特徴を表していると期待される。

3.1.5 S に関する 5次方程式
連立方程式 (3.31)から RvB , RvT , β を消去すると、次の S に関する 5次方程式が得ら
れる。 [

S2 + 2S + BS

(
2 + S

1 + S

)][
AS

2

(
2 + S

1 + S

)
+ 1

]
= 2RT , (3.32)

ただし、A ≡ π2τΩEV , B ≡ 20π2EHEV , および RT は外部パラメータからなる正定
数である。A は π2τ(νV /H2) とも書けるので、鉛直拡散の緩和時間 (νV /H2) に対する
ニュートン加熱冷却の緩和時間 (τ) の割合に比例するパラメータである。また、B は
5[2πΩ−1

√
(νH/a2)(νV /H2)]2 と書けるので、自転周期 (2πΩ−1)に対する水平拡散と鉛

直拡散の緩和時間の幾何平均 [
√

(νH/a2)(νV /H2)] の 2乗に比例するパラメータである。
5次方程式 (3.32)は A, B, RT の値に関わらず、正の解は 1つだけ存在する (証明は第

3.3.1 節を参照)。他の解は (虚部がゼロではない) 複素数解または負の実数解である。い
ま、複素数解は物理的に意味を持たない。一方、負の解は大気が自転と逆の方向に回転し
ていることを意味する。　この場合、式 (3.12) と (3.16) から RvB と RvT が負になる。
すなわち、子午面循環は極で上昇し、赤道で下降する循環になる。さらに、式 (3.22)から
β > 1 すなわち ∆Θ > Θ0∆H (極-赤道温位差が放射対流平衡温位のそれよりも大きい)
または β < 0すなわち ∆Θ < 0(極が赤道よりも暖かい) となることが分かる。このよう
な状況は非現実的であるため、本研究では 5次方程式 (3.32)の正の解にのみ注目する。

5 次方程式 (3.32) の係数が A, B, RT の 3 つのパラメータで書かれているので、その
解 S が陽に依存するパラメータは A, B, RT のみである。ところが、RvB と S の関係式
(3.12)と RvT と S の関係式 (3.16)には EV が現れるので、RvB と RvT は A, B, RT に
加え、EV にも陽に依存する。一方で、β と S の関係式は式 (3.12)と (3.16)を式 (3.22)
に代入することで得られる。

β =
[
AS

2

(
2 + S

1 + S

)
+ 1

]−1

. (3.33)

A = π2τΩEV, B = 20π2EHEV



3.3 数値実験｜数値モデル

• トロイダル・ポロイダル展開を利用
• 離散化
- 水平：スペクトル法（切断波数８５）
- 鉛直：中央差分法（層数５０）
- 時間：古典的な４次のルンゲ・クッタ法（Δt = 6–5400 s）

• 初期条件
- 等温位静止大気
- パラメータ領域で近傍のスーパーローテーション解

• 時間発展計算：定常 または 統計的平衡状態 になるまで

36

トロイダル

ポロイダル

B.3 ブシネスク流体プリミティブ方程式系の離散化
本節では球面上のブシネスク流体のプリミティブ方程式系を, 水平方向にスペクトル法,

鉛直方向には中央差分法を用いた離散化の方法を記す.
まず, 方程式系を以下に記す.

∂u

∂t
+

u

a cos φ

∂u

∂λ
+

v

a

∂u

∂φ
+ w

∂u

∂z
− uv tanφ

a
− 2Ωv sinφ = − 1

a cos φ

∂Φ
∂λ

+ νu, (B.91)

∂v

∂t
+

u

a cos φ

∂v

∂λ
+

v

a

∂v

∂φ
+ w

∂v

∂z
+

u2 tanφ

a
+ 2Ωu sinφ = −1

a

∂Φ
∂φ

+ νv, (B.92)

∂Θ
∂t

+
1

a cos φ

∂

∂λ
(uΘ) +

1
a cos φ

∂

∂φ
(vΘ cos φ) +

∂(wΘ)
∂z

= κΘ − (Θ−Θe)
τ

, (B.93)

∂Φ
∂z

= g
Θ
Θ0

, (B.94)

1
a cos φ

∂u

∂λ
+

1
a cos φ

∂(v cos φ)
∂φ

+
∂w

∂z
= 0. (B.95)

ここで, νu, νv は粘性・拡散項を, κΘ は熱拡散の項を表す. Φ = p/ρ0 で, Θe はニュート
ン加熱/冷却の基準温位, Θ0 はΘe の全球平均である. 上下端の境界条件は Held and Hou
(1980)にならい

z = H 　で　 w =
∂u

∂z
=

∂v

∂z
=

∂Θ
∂z

= 0, (B.96)

z = 0　で　 w =
∂Θ
∂z

= 0,　ν
∂u

∂z
= Cu,　ν

∂v

∂z
= Cv, (B.97)

とする.
以下の節では粘性・拡散がラプラシアンで表せ, 鉛直と水平の粘性係数を νV , νH とす

る. ただし, 運動量を球面ラプラシアンで拡散させる伝統的な方法は運動量の再分配の際
に角運動量を保存せず, 正確ではない. これに関しては次節 B.4で説明する Becker (2001)
の形式を用いることで, 角運動量を保存する正しい水平拡散となることに留意したい.

B.3.1 トロイダル・ポロイダル展開の利用

速度ベクトル uに関して (B.95)より divu = 0なので uをトロイダル・ポロイダル展
開して,

u = −∇× ψk + ∇×∇× χk, (B.98)
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3.3 数値実験｜実験設定
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RT = 10n (n = �2,�1, 0, ..., 5)
(a)-(d) の４通りのパラメータに対して

を計算

その他の無次元パラメータは固定 
PrV = ⇥V /�V = 1
�H = 0.1{

Table 2. Values of A, B and EV for the numerical experiments (a)–(d) and (d0). The values
of A and B for each label satisfy the inequalities labeled by the same letter in Table 1. Here,
A = �2⇥�EV and B = 20�2EHEV , and the used values of ⇥� and EH are also listed.

A B EV ⇥� EH

(a) �2 � 10�2 2�2 � 10�2 10�3 10 1
(b) �2 2�2 � 10�2 10�3 103 1
(c) �2 � 10�3 2�2 10�3 1 102

(d) �2 � 10�1 2�2 10�3 102 102

(d0) �2 � 10�1 2�2 10�2 10 10

38

A = π2τΩEV, B = 20π2EHEV

(a) B ≪ 1 A ≪ 1
(b) B ≪ 1 A ≫ 1
(c) B ≫ 1 AB ≪ 1
(d) B ≫ 1 AB ≪ 1

対応



3.3 数値実験｜数値解の素朴な記述
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等値線間隔

最大値の1/10

最大値の1/10
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無次元東西風
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RT = 10-2　　10-1   　100　　101　　102　　103　　104　　105

(a)

(b)

(c)

(d)
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の
1—10

G1 C1 C0

G1 G0 C0

H1 C1 C0

H1 H0 C0

定常 統計的平衡
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無次元流線関数

40

RT = 10-2　　10-1   　100　　101　　102　　103　　104　　105

(a)

(b)

(c)

(d)

等
値
線
間
隔
は
最
大
値
の
1—10

G1 C1 C0

G1 G0 C0

H1 C1 C0

H1 H0 C0



無次元温位
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RT = 10-2　　10-1   　100　　101　　102　　103　　104　　105
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3.3 数値実験｜多重安定平衡状態
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等温位静止大気から

東西風

(a) RT = 105 (c) RT = 104

近傍パラメータのスーパーローテーション解から

流線関数 温位 東西風 流線関数 温位



3.2 数値実験｜理論的見積もりとの比較
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スーパーローテーション強度
最上層の緯度平均東西風

Sn =
U

a�
最上層の南北風でスケールしたロスビー数

最上層の緯度平均南北風
RvTn =

VT

a�
最下層の南北風でスケールしたロスビー数

最下層の緯度平均南北風
RvBn =

VB

a�
鉛直平均した極・赤道間温位差の放射対流平衡温位の差に

対する割合
鉛直平均した極・赤道間温位差�n =

�⇥

⇥0�H



スーパーローテーション強度（S）
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Fig. 7. Superrotation strength Sn obtained from the numerical deep-jet solutions in steady
(solid circle) and statistically steady (open circle) states and from the shallow-jet solutions
(cross symbol) plotted against RT (abscissa) for (a) A = �2 � 10�2, B = 2�2 � 10�2, (b)
A = �2, B = 2�2 � 10�2, (c) A = �2 � 10�3, B = 2�2, and (d) A = �2 � 10�1, B = 2�2.
Solid curves denote the theoretical solution St, the positive solution of the quintic equation
(38). The locations of RT1 and RT2 are indicated by the vertical lines. The types of the
dominant dynamical balance are indicated by C1, C0, G1, G0, H1, and H0.

49

RT

実線：５次方程式の解

where RT ≡ gH∆H/(a2Ω2) is the external thermal Rossby number and EH ≡ νV /(a2Ω) is

the horizontal Ekman number. The first term of the left-hand side on (34) is the metric

term and the second is the Coriolis term; whereas the first term of the right-hand side is the

term of potential temperature difference and the second is the horizontal diffusion term.

Now, let us regard (21), (23), (29), and (34) as a set of algebraic equations, that is,

simultaneous equations whose unknowns are S, RvB, Rv, and β. Eliminating RvB, Rv, and

β from the equations, we obtain

{
S2 + 2S + BS

(
2 + S

1 + S

)}{
AS

2

(
2 + S

1 + S

)
+ 1

}
= 2RT , (35)

where A ≡ εE∗
V and B ≡ 20EHE∗

V are positive constats.

This quintic equation has only one positive solution (see Appendix for the demonstration),

which is physically valid. The other solutions are complex or negative. Complex solutions

have no physical meaning in this context. Negative solutions mean that the zonal wind

rotates retrograde. According to (21) and (23), in that case, RvB and RvT must be negative;

this means that meridional circulation must be indirect cell. Thus, β must be β > 1 or β < 0

according to (29). When β > 1, the indirect circulation makes the atmosphere statically

unstable in the mid-latitudes; because a hot air will be advected poleward near the surface

and a cold air will be advected equatorward near the top. When β < 0, the atmosphere in

the low-latitudes will be keep heating by both Newtonian heating and thermal advection,

and the atmosphere in the high-latitudes will be keep cooling. In both cases, the atmosphere

will not achieve a steady state, which we assumed at the beginning of this section. Therefore,

negative solutions are not physically valid.

b. A further simplification of the equations

In this subsection, we simplify the quintic equation (35) to a cubic equation, which can

be solved analytically. Then, we present a simpler expression of the solution depending on

the parameters and the parametric dependence of the dominant dynamical balance in the

12

定常状態
統計的平衡状態
浅いジェット

Sn：数値解
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Fig. 7. Superrotation strength Sn obtained from the numerical deep-jet solutions in steady
(solid circle) and statistically steady (open circle) states and from the shallow-jet solutions
(cross symbol) plotted against RT (abscissa) for (a) A = �2 � 10�2, B = 2�2 � 10�2, (b)
A = �2, B = 2�2 � 10�2, (c) A = �2 � 10�3, B = 2�2, and (d) A = �2 � 10�1, B = 2�2.
Solid curves denote the theoretical solution St, the positive solution of the quintic equation
(38). The locations of RT1 and RT2 are indicated by the vertical lines. The types of the
dominant dynamical balance are indicated by C1, C0, G1, G0, H1, and H0.
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スーパーローテーション強度（S）
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相対誤差
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ただし、浅いジェットの解は除く

定常状態
統計的平衡状態

�0.34 � er � 0.38
�0.48 � er � 0.23

計算した範囲では…
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Fig. 7. Superrotation strength Sn obtained from the numerical deep-jet solutions in steady
(solid circle) and statistically steady (open circle) states and from the shallow-jet solutions
(cross symbol) plotted against RT (abscissa) for (a) A = �2 � 10�2, B = 2�2 � 10�2, (b)
A = �2, B = 2�2 � 10�2, (c) A = �2 � 10�3, B = 2�2, and (d) A = �2 � 10�1, B = 2�2.
Solid curves denote the theoretical solution St, the positive solution of the quintic equation
(38). The locations of RT1 and RT2 are indicated by the vertical lines. The types of the
dominant dynamical balance are indicated by C1, C0, G1, G0, H1, and H0.
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Fig. 8. Same as Fig. 7 but for RvBn (solid circle, open circle, and cross symbol) and RvTn

(solid square, open square, and plus symbol are used instead). Solid curves denote RvBt and
dashed curves denote RvT t.
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RvB, RvT 
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RT

RvB 理論見積もり

定常状態
統計的平衡状態
浅いジェット

RvT 理論見積もり

RvB, RvT 
3.1 理論モデルの構築 15

β を 4つ未知数とする、連立 4元方程式だとみなす。

RvB = π2EV S, (3.31a)

RvT = π2EV

(
S

1 + S

)
, (3.31b)

RvT + RvB

2
=

1
τΩ

(
1
β
− 1

)
, (3.31c)

S2 + 2S = 2βRT − 20EH(RvT + RvB). (3.31d)

すると、この連立方程式の解は第 3.1.1節から第 3.1.3節のなかで与えた仮定のもとでの
惑星大気大循環の特徴を表していると期待される。

3.1.5 S に関する 5次方程式
連立方程式 (3.31)から RvB , RvT , β を消去すると、次の S に関する 5次方程式が得ら
れる。 [

S2 + 2S + BS

(
2 + S

1 + S

)][
AS

2

(
2 + S

1 + S

)
+ 1

]
= 2RT , (3.32)

ただし、A ≡ π2τΩEV , B ≡ 20π2EHEV , および RT は外部パラメータからなる正定
数である。A は π2τ(νV /H2) とも書けるので、鉛直拡散の緩和時間 (νV /H2) に対する
ニュートン加熱冷却の緩和時間 (τ) の割合に比例するパラメータである。また、B は
5[2πΩ−1

√
(νH/a2)(νV /H2)]2 と書けるので、自転周期 (2πΩ−1)に対する水平拡散と鉛

直拡散の緩和時間の幾何平均 [
√

(νH/a2)(νV /H2)] の 2乗に比例するパラメータである。
5次方程式 (3.32)は A, B, RT の値に関わらず、正の解は 1つだけ存在する (証明は第

3.3.1 節を参照)。他の解は (虚部がゼロではない) 複素数解または負の実数解である。い
ま、複素数解は物理的に意味を持たない。一方、負の解は大気が自転と逆の方向に回転し
ていることを意味する。　この場合、式 (3.12) と (3.16) から RvB と RvT が負になる。
すなわち、子午面循環は極で上昇し、赤道で下降する循環になる。さらに、式 (3.22)から
β > 1 すなわち ∆Θ > Θ0∆H (極-赤道温位差が放射対流平衡温位のそれよりも大きい)
または β < 0すなわち ∆Θ < 0(極が赤道よりも暖かい) となることが分かる。このよう
な状況は非現実的であるため、本研究では 5次方程式 (3.32)の正の解にのみ注目する。

5 次方程式 (3.32) の係数が A, B, RT の 3 つのパラメータで書かれているので、その
解 S が陽に依存するパラメータは A, B, RT のみである。ところが、RvB と S の関係式
(3.12)と RvT と S の関係式 (3.16)には EV が現れるので、RvB と RvT は A, B, RT に
加え、EV にも陽に依存する。一方で、β と S の関係式は式 (3.12)と (3.16)を式 (3.22)
に代入することで得られる。

β =
[
AS

2

(
2 + S

1 + S

)
+ 1

]−1

. (3.33)
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β
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Fig. 9. Same as Fig. 7 but for βn. Solid curves denote βt.
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RT

β 理論見積もり

3.1 理論モデルの構築 15

β を 4つ未知数とする、連立 4元方程式だとみなす。

RvB = π2EV S, (3.31a)

RvT = π2EV

(
S

1 + S

)
, (3.31b)

RvT + RvB

2
=

1
τΩ

(
1
β
− 1

)
, (3.31c)

S2 + 2S = 2βRT − 20EH(RvT + RvB). (3.31d)

すると、この連立方程式の解は第 3.1.1節から第 3.1.3節のなかで与えた仮定のもとでの
惑星大気大循環の特徴を表していると期待される。

3.1.5 S に関する 5次方程式
連立方程式 (3.31)から RvB , RvT , β を消去すると、次の S に関する 5次方程式が得ら
れる。 [

S2 + 2S + BS

(
2 + S

1 + S

)][
AS

2

(
2 + S

1 + S

)
+ 1

]
= 2RT , (3.32)

ただし、A ≡ π2τΩEV , B ≡ 20π2EHEV , および RT は外部パラメータからなる正定
数である。A は π2τ(νV /H2) とも書けるので、鉛直拡散の緩和時間 (νV /H2) に対する
ニュートン加熱冷却の緩和時間 (τ) の割合に比例するパラメータである。また、B は
5[2πΩ−1

√
(νH/a2)(νV /H2)]2 と書けるので、自転周期 (2πΩ−1)に対する水平拡散と鉛

直拡散の緩和時間の幾何平均 [
√

(νH/a2)(νV /H2)] の 2乗に比例するパラメータである。
5次方程式 (3.32)は A, B, RT の値に関わらず、正の解は 1つだけ存在する (証明は第

3.3.1 節を参照)。他の解は (虚部がゼロではない) 複素数解または負の実数解である。い
ま、複素数解は物理的に意味を持たない。一方、負の解は大気が自転と逆の方向に回転し
ていることを意味する。　この場合、式 (3.12) と (3.16) から RvB と RvT が負になる。
すなわち、子午面循環は極で上昇し、赤道で下降する循環になる。さらに、式 (3.22)から
β > 1 すなわち ∆Θ > Θ0∆H (極-赤道温位差が放射対流平衡温位のそれよりも大きい)
または β < 0すなわち ∆Θ < 0(極が赤道よりも暖かい) となることが分かる。このよう
な状況は非現実的であるため、本研究では 5次方程式 (3.32)の正の解にのみ注目する。

5 次方程式 (3.32) の係数が A, B, RT の 3 つのパラメータで書かれているので、その
解 S が陽に依存するパラメータは A, B, RT のみである。ところが、RvB と S の関係式
(3.12)と RvT と S の関係式 (3.16)には EV が現れるので、RvB と RvT は A, B, RT に
加え、EV にも陽に依存する。一方で、β と S の関係式は式 (3.12)と (3.16)を式 (3.22)
に代入することで得られる。

β =
[
AS

2

(
2 + S

1 + S

)
+ 1

]−1

. (3.33)
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スーパーローテーション ・・・ギーラシメカニズムの理解を深める

*自転軸対称な乾燥ブシネスク流体プリミティブ方程式系＋強い水平拡散

理想化された大気の基礎方程式系*理論モデル｜連立４元代数方程式
S, RvB, RvT, β • 積分／スケーリング• 空間依存性を仮定

５次方程式 S(A, B, RT)
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図 4.7 数値解の解型の RT (横軸)と A (縦軸)に対する依存性．塗りつぶし記号は定
常解，白抜き記号は非定常解を表す．2つの記号の重なりは，安定多重平衡解が得られ
たことを表す．実線は，理論レジームダイアグラムを表す．
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図 4.8 図 4.7と同じ．ただし，RT (横軸)と B (縦軸)に対する依存性．
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5.4 考察 105

D型解の境界
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図 5.7 大気上端の東西風速分布で分類した解の RT (横軸) と B = 20π2EHEV (縦
軸) に対する依存性．ただし，EV = 10−3 で固定している．四角記号は，白が赤道
ジェット解，灰色が中緯度ジェット解，黒がヘルド・ホウモデル解を表す．曲線は式
(4.14)の D型解の境界線を表す．

に近づくので，その RT 依存性が影響しているのだろう．しかし，どのように影響してい
るのかを明らかにするためには，より詳細な数値実験が必要である．

5.4.2 Yamamoto et al. (2009)との差異

5.3節の数値実験では，第 3章や第 4章での数値実験を起点として，EH が小さい場合
を調べた．一方，Yamamoto et al. (2009)は，Held and Hou (1980)の数値実験を起点
として，EH を大きくした場合を調べている．そのため，Yamamoto et al. では，表 5.1

の (2)と (3)，および外部パラメータの値を Held and Houに合わせて，数値実験を実施
している．表 5.2は，本研究と Yamamoto et al. の固定パラメータの値の違いを示して
いる．なお，Yamamoto et al. は EV に対する依存性も調べている．
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図 5.6 大気上端の東西風速分布．A = π2 × 100，EV = 10−3．破線はヘルド・ホウ
モデルの理論解 uHH を表す．

しており，B が小さくなるにつれて，uHH に近づいている．また，RT が小さいほど，赤
道上で u ≈ 0である最大の B が小さくなっている．
ここで，数値解を大気上端の東西風速分布により以下の 3つに分類する．

• 赤道ジェット解：ジェット中心が赤道にある剛体回転に近い解
• 中緯度ジェット解：ジェット中心が赤道から離れているが，u ≈ uHH でない解
• ヘルド・ホウモデル解：u ≈ uHH である解

図 5.7は，上記の分類の B と RT に対する依存性を示している．実線は，式 (4.14)の D

型解の境界線を表している．ヘルド・ホウモデル解は，D型解の境界線から B が 1桁以
上小さい領域に分布している．すなわち，水平拡散の緩和時間が，子午面循環の循環時
間よりも十分に長く，水平拡散項が無視できる場合—不等式 (5.1)を満たす場合—にヘル
ド・ホウモデル解が得られている．これは，5.1節での予想と一致する．
一方，赤道ジェット解 (≈ 剛体回転解) と中緯度ジェット解の境界は，RT ≤ 102 の場
合， 2π2 × 10−3 < B < 2π2 × 10−4 の範囲に集中しており，D型解の境界の振る舞いと
は，定性的にも一致していない．水平拡散を小さくしていくと子午面循環の幅が φH(RT )
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に近づくので，その RT 依存性が影響しているのだろう．しかし，どのように影響してい
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間よりも十分に長く，水平拡散項が無視できる場合—不等式 (5.1)を満たす場合—にヘル
ド・ホウモデル解が得られている．これは，5.1節での予想と一致する．
一方，赤道ジェット解 (≈ 剛体回転解) と中緯度ジェット解の境界は，RT ≤ 102 の場
合， 2π2 × 10−3 < B < 2π2 × 10−4 の範囲に集中しており，D型解の境界の振る舞いと
は，定性的にも一致していない．水平拡散を小さくしていくと子午面循環の幅が φH(RT )

大
↑
水
平
拡
散
↓
小



6.3 惑星大気大循環論における位置づけ

87

RT

100 101 102 103 10410-110-210-3

惑星大気

複
雑

単
純

数
値
モ
デ
ル

10-4

各惑星のGCM

ヘルド・ホウモデル

熱潮汐波メカニズム

ギーラシメカニズム理
論

本研究の系

階層
的研
究

Matsuda(1980, 1982)



108

3.4 考察｜子午面循環パターンの変形

三角型循環

傾いた循環

上下非対称な循環
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図 3.12 非対称な循環 (左)，傾いた循環 (中)，三角型循環 (右)の模式図．三角型循環
の流線関数は，非対称な循環と傾いた循環の流線関数の相加平均と等しい．

と，静的に中立 (∂θe/∂z = 0)な状態で与えられているからである．さらに，ニュートン
加熱・冷却項 [−(θ − θe)/τ ]は，赤道下層に強い加熱を，極上層に強い冷却を与える．定
常状態を仮定した熱力学方程式 (2.1d) において，これらの強い加熱と冷却とつり合うた
めには，それぞれ強い上昇流と下降流 (にともなう熱移流)が必要となる．このようにし
て，赤道下層では強い上昇流が，極上層では強い下降流が生じることで，子午面循環が斜
めに傾く (図 3.12中)．この変形過程を子午面循環の傾斜と呼ぶことにする．このような
循環の傾斜は，二重円筒型の回転水槽中で水平加熱差によって駆動される定常自転軸対称
流の数値実験 (Sugata and Yoden, 1992)でも示されている．
上述の非対称化と傾斜の 2 つの変形過程が重ね合わさると，子午面循環は三角型にな
る．図 3.12は模式的な，非対称な循環 (左)と傾いた循環 (中)の流線関数と，その両者を
相加平均して得られる流線関数 (右)を示している．
もっとも，非対称化と傾斜は非線形過程である移流を含んでいるので，単純に，線形重
ね合わせを考えてよいという保証はない．しかし，深いジェットの解が得られた数値解に
おける子午面循環の形の RT 依存性は，上の説明と定性的に一致している (図 3.4)．たと
えば，(a)の場合，RT の増加にともない子午面循環は次のように変化している．

(1) 対称な循環 (RT ≤ 10−1)

(2) 非対称な循環 (RT = 100)

(3) 三角型循環 (RT ≥ 101)

これは，(a)のときは π2EV = π2 × 10−3 < (τΩ)−1 = 10−1 なので，RvB が非対称化の
条件 (3.49)を先に満たすことと整合的である．一方，(b)の場合，RT の増加にともない
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の流線関数は，非対称な循環と傾いた循環の流線関数の相加平均と等しい．

と，静的に中立 (∂θe/∂z = 0)な状態で与えられているからである．さらに，ニュートン
加熱・冷却項 [−(θ − θe)/τ ]は，赤道下層に強い加熱を，極上層に強い冷却を与える．定
常状態を仮定した熱力学方程式 (2.1d) において，これらの強い加熱と冷却とつり合うた
めには，それぞれ強い上昇流と下降流 (にともなう熱移流)が必要となる．このようにし
て，赤道下層では強い上昇流が，極上層では強い下降流が生じることで，子午面循環が斜
めに傾く (図 3.12中)．この変形過程を子午面循環の傾斜と呼ぶことにする．このような
循環の傾斜は，二重円筒型の回転水槽中で水平加熱差によって駆動される定常自転軸対称
流の数値実験 (Sugata and Yoden, 1992)でも示されている．
上述の非対称化と傾斜の 2 つの変形過程が重ね合わさると，子午面循環は三角型にな
る．図 3.12は模式的な，非対称な循環 (左)と傾いた循環 (中)の流線関数と，その両者を
相加平均して得られる流線関数 (右)を示している．
もっとも，非対称化と傾斜は非線形過程である移流を含んでいるので，単純に，線形重
ね合わせを考えてよいという保証はない．しかし，深いジェットの解が得られた数値解に
おける子午面循環の形の RT 依存性は，上の説明と定性的に一致している (図 3.4)．たと
えば，(a)の場合，RT の増加にともない子午面循環は次のように変化している．

(1) 対称な循環 (RT ≤ 10−1)

(2) 非対称な循環 (RT = 100)

(3) 三角型循環 (RT ≥ 101)

これは，(a)のときは π2EV = π2 × 10−3 < (τΩ)−1 = 10−1 なので，RvB が非対称化の
条件 (3.49)を先に満たすことと整合的である．一方，(b)の場合，RT の増加にともない
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図 3.12 非対称な循環 (左)，傾いた循環 (中)，三角型循環 (右)の模式図．三角型循環
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相加平均して得られる流線関数 (右)を示している．
もっとも，非対称化と傾斜は非線形過程である移流を含んでいるので，単純に，線形重
ね合わせを考えてよいという保証はない．しかし，深いジェットの解が得られた数値解に
おける子午面循環の形の RT 依存性は，上の説明と定性的に一致している (図 3.4)．たと
えば，(a)の場合，RT の増加にともない子午面循環は次のように変化している．

(1) 対称な循環 (RT ≤ 10−1)

(2) 非対称な循環 (RT = 100)

(3) 三角型循環 (RT ≥ 101)

これは，(a)のときは π2EV = π2 × 10−3 < (τΩ)−1 = 10−1 なので，RvB が非対称化の
条件 (3.49)を先に満たすことと整合的である．一方，(b)の場合，RT の増加にともない

3.4 考察｜子午面循環パターンの変形
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3.1 理論モデルの構築 15

β を 4つ未知数とする、連立 4元方程式だとみなす。

RvB = π2EV S, (3.31a)

RvT = π2EV

(
S

1 + S

)
, (3.31b)

RvT + RvB

2
=

1
τΩ

(
1
β
− 1

)
, (3.31c)

S2 + 2S = 2βRT − 20EH(RvT + RvB). (3.31d)

すると、この連立方程式の解は第 3.1.1節から第 3.1.3節のなかで与えた仮定のもとでの
惑星大気大循環の特徴を表していると期待される。

3.1.5 S に関する 5次方程式
連立方程式 (3.31)から RvB , RvT , β を消去すると、次の S に関する 5次方程式が得ら
れる。 [

S2 + 2S + BS

(
2 + S

1 + S

)][
AS

2

(
2 + S

1 + S

)
+ 1

]
= 2RT , (3.32)

ただし、A ≡ π2τΩEV , B ≡ 20π2EHEV , および RT は外部パラメータからなる正定
数である。A は π2τ(νV /H2) とも書けるので、鉛直拡散の緩和時間 (νV /H2) に対する
ニュートン加熱冷却の緩和時間 (τ) の割合に比例するパラメータである。また、B は
5[2πΩ−1

√
(νH/a2)(νV /H2)]2 と書けるので、自転周期 (2πΩ−1)に対する水平拡散と鉛

直拡散の緩和時間の幾何平均 [
√

(νH/a2)(νV /H2)] の 2乗に比例するパラメータである。
5次方程式 (3.32)は A, B, RT の値に関わらず、正の解は 1つだけ存在する (証明は第

3.3.1 節を参照)。他の解は (虚部がゼロではない) 複素数解または負の実数解である。い
ま、複素数解は物理的に意味を持たない。一方、負の解は大気が自転と逆の方向に回転し
ていることを意味する。　この場合、式 (3.12) と (3.16) から RvB と RvT が負になる。
すなわち、子午面循環は極で上昇し、赤道で下降する循環になる。さらに、式 (3.22)から
β > 1 すなわち ∆Θ > Θ0∆H (極-赤道温位差が放射対流平衡温位のそれよりも大きい)
または β < 0すなわち ∆Θ < 0(極が赤道よりも暖かい) となることが分かる。このよう
な状況は非現実的であるため、本研究では 5次方程式 (3.32)の正の解にのみ注目する。

5 次方程式 (3.32) の係数が A, B, RT の 3 つのパラメータで書かれているので、その
解 S が陽に依存するパラメータは A, B, RT のみである。ところが、RvB と S の関係式
(3.12)と RvT と S の関係式 (3.16)には EV が現れるので、RvB と RvT は A, B, RT に
加え、EV にも陽に依存する。一方で、β と S の関係式は式 (3.12)と (3.16)を式 (3.22)
に代入することで得られる。

β =
[
AS

2

(
2 + S

1 + S

)
+ 1

]−1

. (3.33)
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VB > VT

RvB > RvT

S > 1になると…

RvB > �2EV

RvB > �2EV

極向き

赤道向き
(∵連続の式)
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満たすとき

66 第 3章 スーパーローテーション強度の理論的見積もり

赤道 極強い赤道向きの風

弱い極向きの風

強い上昇流

強い下降流

三角型循環非対称な循環 傾いた循環

+

図 3.12 非対称な循環 (左)，傾いた循環 (中)，三角型循環 (右)の模式図．三角型循環
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図 3.13 A = π2 × 10−2，B = 2π2 × 10−2，RT = 101 の (左) t = 20000 地球日 の
瞬間場の，無次元子午面流線関数 Ψ(φ，z)/(aHΩ) (等値線，間隔は 4.28× 10−3)と静
的不安定 (∂θ/∂z < 0)な領域 (陰影部)，(右)時間平均場の無次元子午面流線関数 (黒，
等値線間隔は 1.05× 10−3) と無次元温位 θ/Θ0 (赤，等値線間隔は 0.01)．

を比較する．
まず，式 (1.1)を，本研究 (第 2章以降)で用いている記号で書き直す．表 3.5は，1.3

節の記号と第 2章以降の記号の対応を示している．この表にしたがい，水平拡散が無限大
の場合の，式 (1.1)を書き直すと以下のようになる．

(
U

a

)2

+ 2Ω

(
U

a

)
+ Λ1

(
U

a

)
+ Λ2

(
U

a

)
= Q̃ (3.51a)

Λ1 =
5

2

ν2V
H4Ω

， Λ2 =
5

2

gΓνV
Θ0τa2Ω

， Q̃ =
3

2

gH∆H

a2
(3.51b)

表 3.5 1.3節の記号と第 2章以降の記号の対応関係．

1.3節 第 2章以降
惑星半径 R a

鉛直拡散係数 ν νV

熱膨張係数 α 1/Θ0

ニュートン加熱・冷却の緩和時定数 1/c τ

外部加熱の南北温度差 |Q0
2| Θ0∆H/τ
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図 3.13 A = π2 × 10−2，B = 2π2 × 10−2，RT = 101 の (左) t = 20000 地球日 の
瞬間場の，無次元子午面流線関数 Ψ(φ，z)/(aHΩ) (等値線，間隔は 4.28× 10−3)と静
的不安定 (∂θ/∂z < 0)な領域 (陰影部)，(右)時間平均場の無次元子午面流線関数 (黒，
等値線間隔は 1.05× 10−3) と無次元温位 θ/Θ0 (赤，等値線間隔は 0.01)．

を比較する．
まず，式 (1.1)を，本研究 (第 2章以降)で用いている記号で書き直す．表 3.5は，1.3

節の記号と第 2章以降の記号の対応を示している．この表にしたがい，水平拡散が無限大
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