
9 �������������

����������������������������.

Okubo-Weiss criterion� Hua-Klein criterion���������. 6

9.1 ����

����� 2��������:

D~u

Dt
=

∂~u

∂t
+ ~u ·∇~u = −∇p + ~S, (178)

∇ · ~u = 0. (179)

���, ���, ~u = (u, v)�������� u, v����� x, y����������. ~S = (Sx, Sy)���

������������������. ��,

D

Dt
:=

∂

∂t
+ ~u ·∇ (180)

������������. �������, ���������� −f~ez × ~u = (−fv, fu)����, ���

������ pc ����, ��������� p� pc������������, ��������.

(��)���

ζ = ∇× ~u =
∂v

∂x
−

∂u

∂y
(181)

�, ������������������ A ����,

D∇ζ

Dt
+ A ·∇ζ = 0, (182)

A := ∇~u = [∂iuj] =







∂u

∂x

∂v

∂x
∂u

∂y

∂v

∂y







=
1

2

 

σn σs + ζ

σs − ζ −σn

!

(183)

����. ∇~u�∇� ~u��������. ���, σn, σs �

σn :=
∂u

∂x
−

∂v

∂y
, (184)

σs :=
∂u

∂y
+

∂v

∂x
(185)

���. ���, �����������������, ������������� (����������

�����)����������. ����������������������������,����

����������������.

6����: Okubo(1970), Weiss(1991), Basdevant and Philipovitch(1994), Hua and Klein(1998).
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9.2 Okubo-Weiss criterion���

Okubo-Weiss criterion�, 2���������������������������������. �

���� Q ����, Q������������������������������.

�����������������������������������. ���, ��������

�������. �����, A���������, ���� (����)����������������

���.

A����� λ����, �������,

λ2 =
1

4
(σ2 − ζ2) (186)

���. ����,

λ2 =
1

4
W, (187)

W :=σ2 − ζ2 (188)

=
∂v

∂x

∂u

∂y
−

∂u

∂x

∂v

∂y
(189)

=detA (190)

���. ���, ����� σ ��������������, �������������������:

σ2 = σ2
n + σ2

s (191)

=
1

2

X

i,j=1,2

�
∂uj

∂xi
+

∂ui

∂xj

�2

(192)

= 2

�
∂u

∂x

�2

+ 2

�
∂v

∂y

�2

+

�
∂v

∂x
+

∂u

∂y

�2

(193)

= −4
∂u

∂x

∂v

∂y
+

�
∂v

∂x
+

∂u

∂y

�2

. (194)

����������W ����������. ���, W > 0����������������. ��

��, ��������������������. ���, ����������, �����������,

�������������������. ����, ����������������. ��, W < 0��

���������������, ����������������. ���, ������������.

9.3 Validity

Okubo-Weiss���������, ��������������������������������

�����. Basdevant and Philipovitch(1994)���������������.

��, ����� 2��������������.

D2∇ζ

Dt2
+

DA

Dt
·∇ζ + A ·

D∇ζ

Dt
= 0. (195)

���������������������������������,

�
�
�
�

DA

Dt
·∇ζ

�
�
�
�
≪

�
�
�
�
A ·

D∇ζ

Dt

�
�
�
�

(196)
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����. ��������,
�
�
�
�
�
�
�
�

∂ζ

∂x

D

Dt

∂u

∂x
+

∂ζ

∂y

D

Dt

∂v

∂x

∂ζ

∂x

D

Dt

∂u

∂y
+

∂ζ

∂y

D

Dt

∂v

∂y

�
�
�
�
�
�
�
�

≪
1

4
|W |

�
�
�
�
�
�
�
�

∂ζ

∂x
∂ζ

∂y

�
�
�
�
�
�
�
�

. (197)

���, A����������������������������, ����������������

���, ���� λ2 ���������.

��������������,

1

4

"�
Dσn

Dt

�2

+

�
Dσs

Dt

�2
#

|∇ζ|2 ≪
1

16
W 2 |∇ζ|2 (198)

���. ��� σn, σs ����������, x, y�����������

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= −

∂p

∂x
, (199)

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
= −

∂p

∂y
(200)

� x, y�������

Dux

Dt
− uxvy + vxuy = −pxx, (201)

Duy

Dt
= −pxy, (202)

Dvx

Dt
= −pxy, (203)

Dvy

Dt
− uxvy + vxuy = −pyy (204)

��������������:

Dσn

Dt
= −

�
∂2p

∂x2
−

∂2p

∂y2

�

, (205)

Dσs

Dt
= −2

∂2p

∂x∂y
. (206)

���, ��������, ���� 1
4 |∇ζ|2 ����,

�
∂2p

∂x2
−

∂2p

∂y2

�2

+ 4

�
∂2p

∂x∂y

�2

≪
1

4
|W |2 (207)

���. �����W �����������. ��,

D

Dt

�
∂u

∂x
+

∂v

∂y

�

| {z }

=0

−2
∂u

∂x

∂v

∂y
+ 2

∂u

∂y

∂v

∂x
= −∇2p (208)

���,

W = − 2∇2p (209)

���. ��, �������� (����) p′′

p′′ :=







∂2p

∂x2

∂2p

∂x∂y

∂2p

∂x∂y

∂2p

∂y2







(210)
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�����, ∇2p = trace(p′′)���, W = −2trace(p′′)�����. �����,

W = −4 detA = −2∇2p = −2trace(p′′) (211)

���. �������, ���

trace(p′′)2 − 4 det(p′′)

trace(p′′)2
≪ 1 (212)

���.

�������� λp �����,

λp =
1

2



∇2p ±

s
�

∂2p

∂x2

�2

+

�
∂2p

∂y2

�2

− 2
∂2p

∂x2

∂2p

∂y2
+ 4

�
∂2p

∂x∂y

�2


 (213)

=
1

2

h

∇2p ±
�
trace(p′′)2 − 4 det(p′′)

� 1

2

i

. (214)

���, λp �������� λp+, λp− �����,

λp+ + λp− = ∇2p, (215)

|λp+ − λp−| =
�
trace(p′′)2 − 4 det(p′′)

� 1

2 (216)

�����, ���������� R

R :=
(λp+ − λp−)2

(λp+ + λp−)2
(217)

����,

R ≪ 1 (218)

�����.

��, ���������, −4 det(p′′) ≪ 1���. �� det(p′′) > 0����, ��������.

��, ���

D

Dt

�
∂u

∂x
−

∂v

∂y

�

= −
∂2p

∂x2
+

∂2p

∂y2
(219)

��,

∂2p

∂x2
=

∂2p

∂y2
, if

D

Dt

∂u

∂x
= −

D

Dt

∂v

∂y
6= 0 (220)

���������.

��: z = f(x, y)������� (fxxfyy − f2
xy)/(1 + f2

x + f2
y )2. (���� ���������� (���)

���)

9.4 Hua-Klein criterion

Hua-Klein criterion��������.
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������

γL = ~̇x =
D~u

Dt
=

∂~u

∂t
+ (~u ·∇)~u = −∇p (221)

∇ · ~u = 0 (222)

(223)

���. ��� ~u = (u, v)�, ���� ψ����

u = −
∂ψ

∂y
, (224)

v =
∂ψ

∂x
(225)

����.

������� ~x0 = (x0, y0)�����������, Taylor�����,

ψ~x =ψ~x0
+

∂ψ

∂x

�
�
�
�
~x0

(x − x0) +
∂ψ

∂y

�
�
�
�
~x0

(y − y0) (226)

+
1

2

∂2ψ

∂x2

�
�
�
�
~x0

(x − x0)
2 +

∂2ψ

∂x∂y

�
�
�
�
~x0

(x − x0)(y − y0) +
1

2

∂2ψ

∂y2

�
�
�
�
~x0

(y − y0)
2 + · · · (227)

=ψ~x0
+ V (x − x0) − U(y − y0) + a(x − x0)

2 + b(x − x0)(y − y0) + c(y − y0)
2 + · · · (228)

���. ���, ψ~x = ψ(x, y, t), ψ~x0
= ψ(x0, y0, t) �����.

���������, ������������.

ζ := vx − uy = ψxx + ψyy =: 2(a + c) (229)

σn := ux − vy = −2ψxy =: −2b (230)

σs := vx + uy = ψxx − ψyy =: 2(a − c) (231)

��� ζ ���, σn ���������������, σs �����������������.

������ x, y���������,

Dux

Dt
− uxvy + vxuy = −pxx (232)

Duy

Dt
= −pxy (233)

Dvx

Dt
= −pxy (234)

Dvy

Dt
+ vxuy − uxvy = −pyy (235)

���. ���������,

− uxvy + vxuy = −
1

2
∇2p ((232)� + (232)�) (236)

Dζ

Dt
= 0 ((234)� - (233)�) (237)

Dσn

Dt
= −pxx + pyy ((232)� - (235)�) (238)

Dσs

Dt
= −2pxy ((234)� + (233)�) (239)

���.
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��, a, b, c����������

Da

Dt
= −2pxy (234)� × 1

2 (240)

Db

Dt
=

1

2
(pxx − pyy) ((235)�-(232)�)× 1

2 (241)

Dc

Dt
= 2pxy (233)� ×(− 1

2 ) (242)

���.

ψ(x, y, t)� ~x0 �������������, ~x0 ������������, ~x0 ������������

��������. ���������, U, V, a, b, c���� ẋ, ẏ����,

ẋ =
Dx

Dt
= u = −

∂ψ

∂y
= U − b(x − x0) − 2c(y − y0) + O(ǫ2) (243)

ẏ =
Dy

Dt
= v =

∂ψ

∂x
= V + 2a(x − x0) + b(y − y0) + O(ǫ2) (244)

max(|x − x0|, |y − y0|) ≤ ǫ (245)

���. ẍ, ÿ�,

ẍ =
Dẋ

Dt

=U̇ − ḃ(x − x0) − b(ẋ − ẋ0) − 2ċ(y − y0) − 2c(ẏ − ẏ0) + O(ǫ2)

=U̇ − ḃ(x − x0) − 2ċ(y − y0)

− b(U − b(x − x0) − 2c(y − y0) − U) − 2c(V + 2a(x − x0) + b(y − y0) − V ) + O(ǫ2)

=(−ḃ + b2 − 4ac)(x − x0) − 2ċ(y − y0) + U̇ + O(ǫ2) (246)

ÿ =
Dẏ

Dt

=V̇ + 2ȧ(x − x0) + 2a(ẋ − ẋ0) + ḃ(y − y0) + b(ẏ − ẏ0) + O(ǫ2)

=V̇ + 2ȧ(x − x0) + ḃ(y − y0)

+ 2a(U − b(x − x0) − 2c(y − y0) − U) + b(V + 2a(x − x0) + b(y − y0) − V ) + O(ǫ2)

= + 2ȧ(x − x0) + (ḃ + b2 − 4ac)(y − y0) + V̇ + O(ǫ2) (247)

���,

W :=σ2
s + σ2

n − ζ2 (248)

=4(a − c)2 + 4b2 − 4(a + c)2 (249)

=4(b2 − 4ac) (250)

=u2
x − 2uxvy + v2

y + v2
x + 2vxuy + u2

y − v2
x + 2uyvx − u2

y (251)

����,




ẍ

ÿ



 =






1

4
W − ḃ −2ċ

2ȧ
1

4
W + ḃ









x − x0

y − y0



 +




U̇

V̇



 + O(ǫ2) (252)

~̈x = ∇
D~u

Dt
+ ~̈x0 + O(ǫ2) (253)
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������. ���∇D~u
Dt �������������������. �����������������

��

∇
D~u

Dt
=

"

−pxx −pxy

−pxy −pyy

#

= −p′′ (254)

����. ��,

1

4
W − ḃ = −

1

2
∇2p −

1

2
(pxx − pyy) = −pxx (255)

1

4
W + ḃ = −

1

2
∇2p +

1

2
(pxx − pyy) = −pyy (256)

2ȧ = −pxy (257)

−2ċ = −pxy (258)

�������.

∇D~u
Dt ���� λ�,

�
1

4
W − ḃ − λ

� �
1

4
W + ḃ − λ

�

+ 4ȧċ = 0 (259)

������,

λ =
1

4
W ±

q

ḃ2 − 4ȧċ (260)

=
1

4
W ±

1

2

q

σ̇2
n + σ̇2

s − ζ̇2 (261)

= −
1

2
∇2p ±

1

2

q

(pxx − pyy)2 + 4pxy (262)

���.

��������������

~γL = (γx
L, γy

L) (263)

���. �������, ����������������

∇~γL =

"

∂xγx
L ∂xγy

L

∂yγx
L ∂yγy

L

#

(264)

=
1

2
(∂xγx

L + ∂yγy
L)I +

"
1
2 (∂xγx

L − ∂yγy
L) ∂xγy

L

∂yγx
L − 1

2 (∂xγx
L − ∂yγy

L)

#

(265)

�������������������������. ��������������� 1
4W = − 1

2∇
2p �,

����������������± 1
2

p
(pxx − pyy)2 + 4pxy ���.

���������������∇~γL ���������A := ∇~u ����������. ����� A,
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A2, Ȧ ��������,

A = ∇~u = [∂iuj] =

"

ux vx

uy vy

#

(266)

A
2 =

"

ux vx

uy vy

#"

ux vx

uy vy

#

(267)

=

"

u2
x + vxuy uxvx + vxvy

uxuy + vyuy uyvx + v2
y

#

(268)

= (−uxvy + vxuy)I (269)

Ȧ =
D

Dt

"

ux vx

uy vy

#

(270)

= (−uxvy + vxuy)I − p′′ (271)

= −A
2 − p′′ (272)

���. ��� I��������.

��������������� C(x, y, t)�����:

Ċ =(∂t + ~u ·∇)C = 0 (273)

�������∇C �,

DCx

Dt
+ uxCx + vxCy = 0 (274)

DCy

Dt
+ uyCx + vyCy = 0 (275)

�����,

D

Dt
∇C +

"

ux vx

uy vy

#"

∂x

∂y

#

C = 0 (276)

D

Dt
∇C + A ·∇C = 0 (277)

���. ���������������������������� D
Dt �������,

D2Cx

Dt2
+

Dux

Dt
Cx +

Dvx

Dt
Cy + ux

DCx

Dt
+ vx

DCy

Dt
= 0

D2Cx

Dt2
+

Dux

Dt
Cx +

Dvx

Dt
Cy − (−uxvy + vxuy)Cx = 0

D2Cy

Dt2
+

Duy

Dt
Cx +

Dvy

Dt
Cy + uy

DCx

Dt
+ vy

DCy

Dt
= 0

D2Cy

Dt2
+

Duy

Dt
Cx +

Dvy

Dt
Cy − (−uxvy + vxuy)Cy = 0

�����, �����,

D2

Dt2
∇C +

D

Dt

"

ux vx

uy vy

#

·∇C +

"

ux vx

uy vy

#

·
D

Dt
∇C = 0 (278)

D2

Dt2
∇C + Ȧ ·∇C + A · (−A ·∇C) = 0 (279)

D2

Dt2
∇C + (Ȧ − A

2) ·∇C = 0 (280)
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���.

��, �����������������������������������,

∇~γL = − p′′ (281)

=Ȧ + A
2 (282)

������. ������������������� 2���������������,

D2

Dt2
(~x − ~x0) = (Ȧ + A

2)(~x − ~x0) (283)

D2

Dt2
∇C = (Ȧ − A

2)∇C (284)

���. �������������������� Ȧ = 0���. ����, A2 > 0����������

�������. ���, ��������������� (�������). �� A2 < 0��������

�������, ������������. ������������������������.
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